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第 一 章 微分 流 形 


在 研究 Euclid 空间 中 大 量 的 光滑 曲线 、 曲 面 的 基山 上 , 本 章 
S1 引 进 了 局 部 坐标 和 微分 谢 形 的 概念 ， 由 于 局 部 华 标的 引入 ， 使 
我 们 可 以 利用 数学 分 析 中 微分 学 的 知识 ， 并 在 S 2 介绍 了 微分 流 
形 之 间 映 射 的 可 微 性 和 谤 人 , ВА. ОУ Е 9. ЗЕРНЕ 
明了 一 个 紧 致 的 维 微分 流 形 可 以 嵌入 (安装 ) 到 Euclid 空间 R* 
中 作为 它 的 正则 子 流 形 ， 而 Whitney 媒人 定理 指出 , 一 个 仿 紧 的 
п EAT RETARA SR 中 作为 它 的 正则 子 流 形 . 在 83 中 还 
介绍 了 单位 分 解 ,并 证 明了 仿 紧 4 维 微分 流 形 上 单位 分 解 的 存在 性 
定理 . 它 在 第 三 章 定义 流 形 上 的 积分 , 证 明 Stokes 定理 和 第 五 章 
证 明 向 量 从 上 Riemann 度 量 存在 性 定理 等 起 着 极其 重要 的 作用 . 


$ 1 微 分 流 形 
设 R 为 实数 域 , N 为 自然 数 集 , rEN,n ҖЕ Баспа 空间 
| R"= (s= (х!,<+,х")|®'ЄК,1<Сї<Ол}, 


其 中 z 为 点 了 的 第 i 个 坐标 .如 果 z ОСЕ", 我 们 用 2, y) = теи 


和 po А eyy AMER z, 了 的 内 积 和 距离 而 


12] JESN (27) т, 

ИШСЕ" 为 开 集 , MRAR f:U-— R E, MER f 是 C? 类 的 ; 
如 果 了 有 > 阶 连续 偏 导 数 , 则 称 了 是 O" 类 的 (rEN); 如果 了 有 任 
意 阶 连续 偏 导数 , 则 称 了 是 C" 类 的 ; 如 果 f 是 实 解 析 函 数 (/ EU 

. Í >» 
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的 每 -点 的 某 个 开 邻 域 里 可 展开 成 ?元 收 笋 的 宕 级 数 )， 则 称 f 是 
O° 类 的 . 

йк у= (f, =, f.) USR" 为 映射 ,如 果 天 ,…, fa 都 是 C0" 类 
的 , 则 称 映射 f 是 Cr 类 的 ， 其 中 7E{0, 1,2,…, со, ө). а 0U, 
К") 二 {f|f:U->R" 是 Or 的 }, 并 规定 0<1<2<3 二 … 二 oo 过 w. 

众所周知 ，R" 中 有 整体 的 直角 坐标 ， 设 2 点 的 生 角 坐标 为 
s =r (p), i =1, nN ppor (p) >z! (ро), і =1, n, ВВА 
单位 球面 бп {r= (аА, 0) D GOSI СЕ" 是 否 也 ж. 
整体 坐标 呢 ? 换 名 话说 , ТЕЕ АЕ ф:8"->ф(8")сС R°, {# 
4% х‘ (р), 1=1, -e,n 作为 了 点 的 坐标 ， 利用 Brouwer 区 域 不 变 
性 定理 , 即 设 UCR? 为 开 集 ,f:U->f(0) CR" 为 同 胚 映射 , 则 f(D) 
也 为 R" 的 开 集 ， 可 以 推出 同 胚 w 是 不 存在 的 ，( 反 证 ) 假设 
Ф: S"—p(S") СВ" ж) 8 Б, HS" 的 每 一 点 p 有 一 开 邻 域 7, 同 
胚 于 尽 " 中 的 一 个 开 集 和 Brouwer 区 域 不 变性 定理 , pps") 
为 R" 中 的 开 集 ， 于 是 mp(S?) 为 尽 " 中 的 开 集 ， 另 一 方面 ， 因 紧 致 
集 5" 的 连续 象 p(89) 是 紧 致 集 ， 故 为 闭 集 ， 又 因 R 连通 ， 所 以 

Y(8) 一 尽 "， 有 从 В” 非 紧 致 可 知 P(8") 也 非 紧 致 , 这 与 上 述 ф(5") 

紧 致 相 矛盾 . 

因此 , 我 们 只 能 降低 要 求 ， 看 能 否 使 В" 的 每 一 点 有 一 个 开 邻 
域 与 R° 中 的 某 个 开 集 同 胚 (局 部 欧 )， 例 如 ,从 U = 8" — (0, ---, 
0, =) B] R"= (бат, +, а", 0) ЕВ) СЕ" Е ВЕ Фа U> 

Е", IË ф,(р) 09 р 和 南极 (0,…,0, —1);& 5 В" 的 交点 ， 类 似 

地 ,从 Us 一 5 一 {(0,…,0,1)} 到 R 作 北极 投影 pU: >В", {# 
2(7) 为 p 和 北极 (0,…, 0, 1) 连 线 与 R" 的 交点 ， 于 是 , 5" 是 由 两 
个 局 部 欧 的 开 集 粘 起 来 的 ( 见 8 页 图 2). 

从 上 面 这 具体 例子 ， 就 产生 了 拓扑 流 形 这 个 近代 数学 中 极其 


„2. 


重要 和 基本 的 概念 . 

定义 1 MA T(Hausdorff 2 8]. 如果 对 任何 pe M, 都- 
存在 #E M їй ЕЁ U SB B8 p:U>p(U), Җен pU СВ" 2: 
开 案 ( 户 部 欧 ); 则 称 履 为 nn 维 拓扑 流 形 或 O 流 形 

(Ug) 称 为 局 部 坐标 系 (坐标 卡 ， 图 片 )， о 称 为 局 部 化 标 邻 
域 , ?你 为 局 部 坐标 映射 ，z'(7) = (р(р))", 1 іса 为 PEU 的 局 
部 坐标 , 简 记 为 {z'}， 有 了 时 也 称 它 为 局 部 坐标 系 ， 如 果 记 D 为 局 
部 坐标 系 的 金 体 ， Jk, 拓扑 流 形 就 是 由 2° H: ПЕ Н БАП ЕП. 
如 果 PEU, MEU, p) 为 六 的 局 部 坐标 系 . 

Uas ф„), (О, POED, U 0, 2, Ж Фару ЖІ ppa 为 
坐标 变换 ， 对 实 函数 /:М—Е, mE fopi p.(U >R JE С” Ж 
ВУ (7221), fopa io (U, U, >R REE C" 类 的 .但 是 , pae 
Фа! Ж Or RH, fopi! = (Рора!) = (фор!) ШЕ Cr 类 的 ， 由 此 引 
导 我 们 定义 下 面 C" 微分 流 形 的 概念 ， 

定义 2 СМ, DYH nm, TERRE, MED = 
{Uu po) [aE 站 C2' 满足 : 


(1) UJU.= mu; 


(2) 相 容 性 :如果 (Us, Pa), Un р„)Є@, О, ПИ, 27, Wl фае 
gzip (U, ПО) СО, П) O" 类 的 ,rEfl,2,…，coyoj( 由 
对 称 性 , 当然 perps АВЕ О" 类 的 ), ВП 


g'= (p| sp; (at, +. 2") 


уч = руе) „ба? у 2") 
是 С" 类 的 ; 
(3) 最 大 性 : 多 关于 (2) 是 最 大 的 ,也 就 是 说 ,如果 (U,p) E22， 
BESEN U. PAED O ARDAU, р), БЗВ, 如 
* 3 œ 


RU, ф)Є 2, W| (U, p) YIRA Un P EDITE 相 容 的 . 

По 为 于 上 的 C" 微分 构造 或 CC" 构造， (М, D) AME 
#9) C" 微 分 流 形 或 Cr 流 形 ， 当 7=@ 时 , (ОМ, D) ЗЮ 
< 1). 


Оа Y Up 
“гї. => 让 o 
ВСЕ о фу 


patUa) C R" ga Up) с В" 


图 1 
类 似 于 拓扑 流 形 , C 微分 流 形 就 是 由 Б {Ж?Р (Cr, r> 
切 粘 成 的 图 册 ， 
Ж Uas фа), EEDU e Pa), PED 2 р T ag 
А, U. 02 27, ШЕ Jacobi 行列 式 的 等 式 


A ts у") 900, ---, у") ICa, wp) 
Iy, y”) Ə(z!,+.., к") СУГУ 


可 知 , 在 p, (U, NU) mh, 
Ә(у! si ") 
Ə(z! "ә z") 0, 


一 般 说 来 , 要 得 到 包 中 所 有 的 图 片 是 困难 的 ， 下 面 定理 指出 ， 
只要 得 到 满足 定义 2 中 (1) 和 (2) 的 D 就 可 唯一 确定 玫 了 我们 
称 乡 ' 为 微分 构造 儿 的 一 个 基 ， 这 就 给 出 了 具体 构造 微分 流 形 的 
方法 ， 它 与 线性 代数 中 由 基 生 成 向 量 空 间 以 及 点 集 拓扑 中 由 拓扑 
基 生 成 拓扑 的 想法 是 完全 类 似 的 . 
+ 4 œ 


BHU, ED, 如果 对 任何 (V, PED С, роф! форт! 
是 Cr 类 的 , MERU, p) Ы 27 是 CO" 相 容 的 . 

定理 1 1° 设 Z'C @ ЖИ 2 中 条 件 (1) 和 (2)， 则 它 
礁 一 确定 了 一 个 О'@#Жй(т>1)@={(0, ф)ЄФ°|(Ш, р) У 
ФС" 相 容 }; . 

2° 设 Di, DOD 满足 定义 2 中 条 件 (1) 和 (2) 且 彼此 的 元 
Ж Cr 相 容 , 则 它们 所 确定 的 С" 微分 构造 是 相同 的 , BB 2, = 2. 

证 明 1° 由 条 件 (2) 和 儿 的 定义 , 07 С, KORERO). 
HU, p), V, DED, Ж EUNV, 则 存在 ?的 局 部 坐标 系 (WW，9) 
ED 使 在 UNVNW H, форт! = (85071) (0°ф-!) È О" Ж, A 
此 ,多 满足 条 件 (2)， 设 (0,p) 与 DORR, H 2С арац, ` 
Ф) у D'OR, ШКО, po)E 络 因此 ， 红 满足 条 件 (3)。 这 就 证 
有 明了 包 为 Cr 微分 构造 . 

2° (U, 2)€@,, HEV, HED, Ф РЕЈ ПУ, MWEE 2 的 
АРК ОУ, ED, Е ОПУ, роф! = (ро0-'!) (05 
p Apop = (фо67!)• (0-97!) 2 Or ж у, MAU, Ф), 


ФС Q. Н, 2, 2, ХЕ T 2,= 2, + 
引 理 1 15 k, тЄ{0, 1, 2, +++, co, o), Е<т, 则 存在 f:R—R, 
ЕРЕС" 类 但 不 是 C' 类 的 . 


证 明 如 果 0<h<o0, 则 . 


r*+ sin-L, zx 0, 
oe 
0 ‚ 220, 
为 所 求 国 数 ， 如 果 Е = со, п = o, 则 
Fæ =}, 5220 
0, z<0 
Эй җи. 事实 上 ， 由 归纳 法 和 I'Hopital( 洛 比 塔 ) 法 则 可 
| . 5 ° 


( p. T), 22>0, 
Р (а) =) `“ 
s 10 ‚*<0, 


Ih р„(и) 25 и 的 多 项 式 , 这 就 证 明了 了 是 0" 类 的 但 它 不 是 Ce 
类 的 ，( 因 为 ,车 f 是 C* 类 的 ， 则 存在 8>0, 使 Kz)= DEO 
п=0 Ин 


.2"=0,26(—8,8), ik Ы/(т) =e 7>0, E(D AFA. | + 
更 进一步, 我 们 可 以 构造 一 个 处 处 C" 但 无 处 解析 的 函数 ， 为 


жу? то) EPD а) =p Go =), аем, ШМ, 


0 | 99А 


处 ,gu(Z) 的 各 阶 导数 为 0. БАА. ЗЕ 如 


一 0 — 
ТЕ z ? оп 


г. 7% 
拓 到 整个 R 上 得 р(х), Эй, Фаг) 0 СТЕ, B 54 z АСЕ 


R Z3 有 时 解析 & 0а, уа (зир (Грат) 1, РАС), >, 
рост) 001 ж 
00) = anple). 


На, 的 取 法 易 知 了 是 C" 类 的 、 但 Кт к= EEZ, пем) 
不 解析 ， 事 实 上 , ЖИЙ k 为 奇数 (否则 约 分 ), 则 yi(z) 在 „ЛЕЙ 
О =0,1,‚т—1), Mä >т її, vekrio s 


01,2, Јанг) Ez; B S 200, 但 在 去 附 近 非 恒 为 


є 6 . 


0, 故 不 解析 . RENTA- Dap Ga) Zape 
不 解析 .但 | 区 1zE2， пем ЕН 上 稠密 , 故 f(z) 无 处 解析 . 


定理 2 ШЛ, rC(0,1, 2, co, о), kcr, D'CO 满足 

定义 2 中 的 条 件 (1) 和 (2). 由 D 唯一 确定 的 Cr 微分 构造 

= (0, pE |U, ф) 5 D'C WA. mi Z 的 C" 相 容 
自然 视 作 С" 相 容 ， 而 由 27 唯一 确定 的 0* 构造 =U, p) 
62100, ф) ы @'О* ҖЫ}. W| 2790, 

证 明 В к<, #00, p) 与 D'O 相 容 也 是 0* 相 容 ， 这 就 
推出 了 DCA, 

再 证 多 " 关 妇 5， 设 了 为 引 理 1 中 的 六 ПЖ k>0, 2 g(z)=zx+ 
ут), Wg 00) = 1 f (0)=1; ЖЕ = 0, 5900) а. FEES, 
使 9 在 (一 6,6) 内 严格 递增 ， 设 (UV, p)EZ', p€U, 4 0(z)=z— 
gp (7) 为 平移 ; (—8,8)”= {1 = (а!,+-,т")ЄЕВ* | |а |9), n: (—8, 
ó)"->R",n(z)=(g(z!),22,.... 25). WIETE p ЭТА УСО, B. 
0Egop()C( 一 6,6)"。 于 是 ， 

| (n°) = поб 
是 C 类 但 不 是 С" 类 的 , 这 就 证 明了 (7， megep) 和 (7，9) 是 С" 
相 容 但 不 是 C" 相 容 的 , 即 (F, 1°0оф)Є@*{Н (У,теобоф)б 2", 4 

从 这 个 定理 可 知 , 当 Ё<ст BF, 如 果 加 进 与 Cr ЕСМ, D) 
相 容 的 所 有 图 片 ， 它 就 可 成 为 一 个 0* REM, D), 此 时 , D 的 
图 片 确实 比 儿 " 的 图 片 严 格 增多 了 ， 以 后 , 当 4<r 时 ， 凡 是 Cr 流 
Ж, 总 是 按 上 述 理解 , 它 也 是 一 个 C* 流 形 . 

”有 了 上 述 定理 ,我们 就 可 构造 名 种 各 样 的 流 形 了 . 

例 1 МУН" ЈЕ, #'={(М, Idu) lld: M— M, 

1 „(р) =p, PEM}, M hD EET — 4 Ce 流 形 (由 定理 2, E 
e 7 . 


1 


Е Е [—17 C Е,тЄ{0,1,2,...,со}, 但 当 7 АЕ, E 
片 严格 减少 ). аА PH ТЕШНЕ Ж. 称 Ida 2 M IAE АВАВ. 
012 (М, Du) n #0 RIE, UCM AFE, Du {Uas 
ga) |аЄ Iy, 4 
І Zo Г, ОТШ) Озе аг), 
HEU, 2) п Е С" JE, ЖАСИ, Ф.) RY 
流 形 . 
例 3 O n ДЕ C RGE. 
设 ES”C R"*'， 它 的 直角 坐标 为 (а, =, 27>), 如果 将 
Е”{(х!,++,т", OJER, 1<i<n CR Е{(ж!, ++, а") | 
а!©&®Е,1<%<п) 1ш ГЕН], 则 从 图 2 容易 算出 


一 „б ,0,—1)} 
х") 


П„=5"—{0, "0, ў 
CO, +,.,0 —1) 


2 
Pı :六 一 一 В", 


` 

1 п 

1 — 1 +y 一 之 z 
(u st u) =p (Z ‚э 2" ›=(ү- рт” трет} 


(z, ө, 2") = фү! (ut, ән?) 


2u' 2u” 1 一 之 
1+9 w)? 1AA n 1+? 
t=1 i=l fel 


ф:Ш,——>К", 
— лї z 2" 
(97, 556, B°) =: p (д7, 1!) (о erh 
(zt, 70) = pa (0, eB") 
| (i )?—i 
_ 2 2u” > 
1+ 


1 十 > (ш) 1: 2108127 
i=l i= 


й 
, , 
(a)? 
1 


i= 


(ul, ee, u") =( z п! АРЕ п" ) 
2a) У\ (2)? 


¿=1 i=] 


于 是 , D = {(C p), Un 2)} 满 是 定义 1 中 条 件 (1): S'=U,UU, 
和 (2): 21 中 元 素 是 O° 相 容 的 ({w 中 和 {2 站 彼此 可 表示 为 实 有 理 函 
数 , 由 于 实 变 量 的 有 理 函 数 自然 可 延 拓 为 复 变量 的 有 理 函 数 . 再 由 ' 
求 导 的 加 减 乘除 法 则 ， 后 者 关于 复 变 量 是 可 导 的 , 故 解析 ,于 是 它 
在 每 一 点 的 一 个 开 邻 域内 可 展开 成 收敛 的 军 级 数 ， 如 果 再 限制 到 
实 变量 , 它 在 每 一 实 点 的 一 个 实 开 邻 域内 展开 成 收敛 的 震级 数 . A 
此 , 实 有 理 函 数 是 实 解析 的 ， 应 用 [L М. 非 灰 金 哥 尔 茨 , 445 页 ] 的 
方法 也 可 证 明 上 述 结论 , )。 根 据 定理 1, 2 确定 了 S" 上 的 一 个 
С° 微分 构造 D= (00, р) U, ф) у 210° ҖЕ}, И] 21 E: O° 9 
分 构造 D 的 一 个 基 。 通过 计算 得 到 Jacobi 行列 式 为 

1 | 
(Bo) 


如 果 将 局 部 坐标 {本 ,本 ,…， п") HR (8°, 1, д", ++, 1"), 则 相应 
27 . 9 . 


У, зову = — 


的 Jacobi 行列 式 就 大 于 0. 
下 面 我 们 换 一 种 方式 来 给 出 S" 的 С° 微分 构造 的 另 一 个 基 . 
为 此 ， 对 任何 5 ?一 1， ntl, 令 
U} = {(х!,+.-,к"1!)Є "|ш':>0}, 
О; = {(ж!,--, zts" |5*<0), 
Фр) 一 {(25 ууа) | G<, 
př (zi, e, 21) = (z!', , 人 i, 2"*1), 
Жк (z, eey 2°, ..", xz"t!} 为 7 中 的 局 部 坐标 ， 其 中 人 表示 删 去 z. 
容易 看 出 ， 4, 一 {UF, ф;) | і =1, -tty n+1} 满足 定义 1 中 的 


<1); 5"= U (01UD1) 和 (2): Di 中 的 元 素 是 Се 相 容 的 ， 例 如 ， 


nt1y 


Pio (i) a, "reg 2") =p; (z! э" 2") = (=! „2,0,0 
-(- Vie: 0) за, +, 9. С° 类 的 (利用 M1 一 4 在 0 的 开 


BROC D 中 可 展开 成 收敛 的 震级 数 和 [7. М. REFRE, 
2438] 证 明 或 直接 用 e- 方法 证 明 )， 根 据 定 理 1， 多 ?确定 了 S" 

上 的 一 个 C 微分 构造 2.= (00, фр) | (U, o) 5 4ЬС° 相 容 ) їй» 
是 C 微分 构造 7s 的 一 个 基 . 通过 计算 得 到 Jacobi 行列 武 为 


жогу" =(= puz, WRAL) at, ee ety e т) 


为 到 的 局 部 坐标 (( 一 Do +, #, 6, ai) 表示 将 坐标 
ба", 55,27,56, "tE НВ), (1) at, т} 
为 中 的 局 部 坐标 , 则 相应 的 Jacobi 行列 式 就 大 于 0. ` 
В а", +66, а") ышт, (或 全， 到) 彼此 可 以 表示 
出 来 , А21 52 rR BJ Е C 相 容 的 , 由 定理 1 可 知 , 多 | = Z; 
应 该 指出 的 是 , ЖЕҢЕ S" 不 能 与 R" 中 的 开 集 同 胚 ， 所 以 S” 
. 10 。 


不 是 局 部 坐标 邻 域 . | 
此 外 ,对 于 5°, ЖТ Ей U, g) €Z, 0, CE Ju B АЕ bn А 
而 不 是 整体 坐标 系 , 其 中 | 
pt: (O, x) x (0,2л)->/=ф°!((0, z) % (0,2z)) Св", 
ф^%(Ө,ф) = (зїп @-созф, sinb зіп, cos). 
IF S, 4 | 
piis — (et) (0, 2л) СВ’, 
pilet) =0,0<(0, 2л), 
paS! (et) (я, За) R', 
plet") = п, пС(л, Зл). 


显然 , 在 Si— (e°, ет) ih, e = eS 
98-27, 6= (0, л) 
п=0+2ка=) 
9 _ „0=(т, 2л). 


TĒ n 0 BJ С° 函数 ,9 也 是 n 的 СВ. НАВ 1, 25 = (06 
— {e}, pi), (81— {ei}, Ф) ЕТ 7-19 С° 微分 构造 多 s: 
BL D = 4,= з, (АННЕ НОЛЕ, Ө 是 局 部 坐标 系 而 不 是 

例 4 7 维 实 射 ( 投 ) 影 空间 P" (R). 

Ш r= (а, e at), y= ER (0). sayet 
= ду, АСВ, А0, zER"*!— (0) 的 等 价 类 [x]= {yER**! 一 {0}| 
улт}, ЕКЙ 0 

РВ) = (R*+! — {0})/~ = ([=]1=Є8"*' — (0}). 

ЕМ miR”!— (0) >P"(R), лб) = [2]. 设 ЕВ"! — (0) Б) 
т, Ет = (U | я (07) Єт) A PR БК, TECC), 
7) 为 (R"+! 一 {0},7z) 的 商 拓 扑 空间 ， 称 为 % 维 实 射 影 空间 .下 面 
我 们 可 以 证 明 P"(R)2) n H С° 流 形 ， 对 任何 [x]，[y1€P"(R)， 
‚[є]#=[ 91, 则 存在 含 -5[o) 的 以 原点 为 心 的 去 心 开 锥 体 了 -和 含 
. 11 ° 


л! ([у]) ЛАЛ АЙ O ИЖ», ВЕУ, ПУ, = 2, [И 
aVR = (V,) 分 别 是 含 [x] 和 [yj] 的 不 相交 的 开 集 ， 故 (P*(R)， 
7 ) 为 7 了 ,空间 . $ 

О, = {Г2]ЄР"(В) |= (z!, +, 2771), 280), 

Ф:0, >R", 


1 k-i k+l %+1 
ена] = (5, °". — е, = у= (xc , Кар 
$t, -ety к" +!) 

我 们 称 (z', МА, z"t1) Ж) [zj 的 齐 次 坐标 ， {.&', °°. ede!, $t, +, 
ь&"*1) 20 [z ]28 F U, 的 非 齐 次 坐标 . 

显然 , UU,=P'(R), НЧ UNUS S, bl W, 

K=1 | 

Ф.Ф :p (U, U ,)— op, UNU), 

Ф,ефұ!(,&!, .... én! „6, ..., ,%+) =Ф,([2]) = GE', ttes 
$T, ti... 1491), 
其 中 


nT a Jal é’ 
Г 79/008 =, Sl, k, 


HARAR, AmE EOAR. 由 定理 1 可 知 , @' = ((U,, фа) | 
k=1, ñn4+1) ЖТ РВ) 上 的 一 个 0" 微分 构造 名 ,使 
(P"(R), 2) Ж OWE. 

通过 计算 得 到 Jacobi 行列 式 


J ° _ 9(,&! 9"""y EI, ENH, ***, 12"*+1) 
Ф; r IGE! , “EF, Ё", Ө, к") 


(Nitk 1 
( 1) (El) +I" 


当 卫 为 奇数 时 ，(x) 汪 >0。、 如 果 天 为 奇数 ， 相 应 的 局 部 坐标 不 


С» ]2 ° 


变 ; 如 果 妈 为 偶数 ， 相 应 的 局 部 坐标 只 改变 其 中 一 个 , 即 „4° 变 为 
一 由 5 而 其 余 的 不 变 ， 显 然 ， 局 部 坐标 改变 后 的 Jacobi 行列 式 大 
于 0， 当 为 偶数 时 , AFE 有 正 有 负 , 故 J... har E f. 

我 们 再 用 另 一 观点 来 研究 PR). х= G, ea), у= 
07, у? ES перед y, [а] = (z, —z), P'(R)=8"/— 
={[т1|тЄ5"), + 


Шо={[1ЄР"(Е)|х*50}, 
Pe Ue> {f= (Éh s Er) | DG EPI, 
j=1 


фь([]) =a”. |z*] Ca, eee, а, a, 090) 
= (Éis tts ER) =. 

类 似 于 例 3 ар ЕДЕН 27 = {Ur pe) lk=1, 2 十 于 满足 定义 1 中 
REDAC), 从 而 它 确定 了 P"(R) 上 的 一 个 0C* 微 分 构造 . 

例 5 41 维 复 解 析 流 形 . 

如 果 定 义 2 中 ,用 C=={z==(z',…,z”)|ziEC (ж 3⁄5) [ОЕ 
RR"， 复 解析 (函数 在 每 一 点 的 一 个 开 邻 域 中 可 以 展开 成 复 的 收敛 
震级 数 ) 代 替 实 解析 , ШЖК ОМ, 2) Жуп 维 复 解析 流 形 . 

(U, Pa), (2° #100, Pa), {ш} Ж bba ЖА, U, U s< @, 
Pa (p) = (2', 11, 2”) =2EC", palp) = (w', w") =wWEG", zí! =>: 
Hipy, wi =u 4-10, 23, yi B. VER, j=1,-:, n, Ж i=l. 
于 是 ， 一 

u+iv=w=p pa (z) 一 (人 (22) 十 gao(z2)， 
利用 实 和 复 才 级 数 的 Cauchy 收敛 原理 以 及 max {[а|, |Ь|}< 
м/а РЬ? 一 je 十 记 | ajila, ЄВ), u= (х, Y), одар (2, 0) 03 
解析 的 映射 ， 如 果 将 {122 еее 2", 9 ，…, Y HEN U, ене 0, 6,07] 
分 别 视 作 p ВОЗ ЛР, MM, D) ARa E 2л 维 实 解析 

. * 了 3 。 


ые . Әм) Ivi Bui Әә" 
流 形 ， 此 外 , 由 Cauchy-Riemann 条 件 : 区 [一 也 和 一 和 > 
£ 
我 们 得 到 Jacobi 行列 式 为 
Ə(u!, ` M", СДА .., v”) 
g(z!,--., 2", #', `." у"). 


ди ди 3x 9» 
дт 9 
一 det + y =det 21 oz 
д» дь æ ди 
z 2y д 9Y 
дид Ən | „ди ди | ;д® 
det Эк Әх Эт! Әх Jr Ja 0 
= е == 
Әх 92 Әх дг ox 
ГРЧ N 
=d оц .90 а (5®—{5=)— (对 + 学 
et 5295 еї Эт Er det Sg | Ет 
Zu .д® 
det{ 一 十 ?一 
et Әт Er 
— Ilw, e, w") 2 + 
Ә(&\,++,5*) >0, 其 中 
аш! дш 
Әх! Әг" 7 
СИ ........... 、 
37 | Б 
gu", gu" 
Әх! Әх" 


ША, @"={(С",1ас") |14": С" С", Іс" (2) =z) i—i 
定 了 CC 上 的 一 个 复 解析 流 形 (C 5 Z). 

游 虐 另 一 典型 例子 ， 设 z= (21, +з, gtt), w= Cw, е, wt!) 
EC {0}, а--шәг=Аш, AEC, 4x0. [г]={шєС"'!— 
{0} [ш--г},Р" (С) = (C7 —{0})/ ~= {21 1ЕС"*' —– {0}}. Ж 
王 实 射影 空 间 可 以 证 明 Р" (С) п 维 复 解 析 流 形 , ЗЕКТЕ ЛУ n 维 复 
. 1⁄4 ° 


射影 空间 . 
用 另 一 观点 表示 РС), i$ san (z = (07, ‚а"*!)єЄС"*! | 


+1 


> =. zi =<1},г,шЄ®?”'!, zow z= Ли, A= ei. [z] = {05° +1 


1=1 
|z), ШР#(С)у=8?"*!1/м={[#]|5Є5#°!}, BECA n ER 
解析 流 形 (参阅 第 二 章 82 例 4). 

例 6 15 Т(т, п) = {Х|Х 2J mxn Ж) = КОХ жж 
Ф (ж, tts Zins Laip Р, Eens t's Emis б, Emad НЕЯ], МЕ" 
ЖӘ, ШЕНИЕ f — С°Ж Ж. РЕ Т От, п) Ву 
[B| 7 (т, п k) = {ХЕТ(т, п) |тапкх =k} 为 一 个 天 (ma п 0) ДЕ 
C WEKEN, 0<k<min{m, n}). 

事实 上 , 设 XET Cm, n; b), ШЕЕ НГ ЕЕ Po 和 Qo 使 得 


PoXoQ (> ») 
= , 
0 0970 б D. 


е Ао ж kx ВАЕ ВЕ. 记 4= (a,;), Ao = Cat), MEES, 
тах |а—аў;|< е 时 ,4 是 非 异 矩阵 . 易 见 


= max 
A В 
U} = (X€T(m,n)|PaXg, (0 p p max 192—421 <e} 


CT(m, 2) 为 开 集 ， 如 果 ХЄШЛ, Ш XET Cm, п; k)SD=CA B. 
(1, 2) kxk PAIE) 


( LIL 0 А В -(4 B 
一 C4-1 ТЛС DJ \0 —CA'B+D 


A. B А B 
rant( )- rank( )- k 
0 —CA- B+ D C р, 
САВ -р=06р= САВ. 
我 们 取 Ux, = Uy, YT (m, n; k) ZX €T (т, n; k) BJ ВАКА 
° 15 ° 


所 以 


域 (Ux, 为 子 拓扑 空间 了 (mo Б) НЕЗ), 相应 的 坐标 映射 为 
gpx iU, pr UCR" (m- Da- ky) Вет *), 
А В 
Ф, Q= (ç 5] 
(EA A, B,C 的 元 素 为 局 部 坐标 )， 则 
A BN {А B А в \ 
pilo о хра ( po? (е CA- в ег" 
如 果 (7x Фх,) AU’ Pr) 09 АВИА, Ох, 站 rs 


©, Ш] 
p (G B -(& B.) 
Фк Рю o o С, 0, 


Pei В jeae- (5 “В, ) 
C CAIB C, C, A; 'B 


因为 此 等 式 右边 A, BC 中 的 每 个 元 灶 都 是 4, B,C 的 元 素 的 有 
理 函 数 , 故 是 CO" Жз. FPE, 07 ={(Ох„фх„)| X ST (т, n k)} 
Е Í — Етп) ER O° Т (Тт, п; Б), 2). FER 
Hh, R" 中 的 m-b 9228 |a] Tm, п;т)&Т(т, п) = В" ФЛ 
ЈЕ. | | 

#7 Grassmann 流 形 

设 бы 为 R” 中 的 所 有 m 维 向 量子 空间 (通过 原点 的 w 维 
面 ) 所 组 成 的 集合 ， 我 们 可 以 使 它 成 为 一 个 km ҖЕ С° Bë IE. 

25 ЈЕ Т(т,т-+Ё;т), 如 果 А, BET(m, т), ЖАПЕ У: A~ 
B<— ЖАВ АТ ВАТЕ p ñm I 38 |a], io 0 类 [4] = 
{ВЄТ (т, m+k; т)|В--А}, TE G, Т(т, mtk; m)/=— = 
(ГАЈ АСТ (т, т 1-65 т) ) 2 T (m, тА k; ту Э КЙШЙ 
拓 扩 空间 ,而 

п. T(m, mt Кт) >08, л(4) = ГА] 
. 16 ° 


为 自然 投影 显然 , x(4) 一 x(B)<->4=CB， 其 中 0 为 mxn 非 
WERE. 

(1) Gen 是 局 部 欧 的 . 

令 Uin = (A= (Р, Q)€T'(m, m+ k;m) |Р m x m ЗЕЯ 
ГЕ), 因为 det: T (m, m+k; т) >В, (P, Q) -一 det P 为 连续 函数 ， 
0... det (R — (0)) HT (m, m+ k; m) 中 的 开 集 ， 若 了 为 m 
xm 非 异 矩阵 且 z (P,Q)=x(R,S), W|(P,Q)= (СВ,С5),С ут 
xm 非 异 和 矩阵 ， 因 此 ，R=0-'P 一 定 是 非 异 的 这 就 证 明了 
a (alU. m) =U... 和 x (U4...m) 为 Gon 中 的 开 集 (根据 商丘 
扑 的 定义 ). 

现在 证 明 x (V1.,.w) 间 胚 于 R”, Е, EEX 
Ф... Unn R", @,...(P,Q) = Р, 
ti л(Р, Q) = л(В, 8), MCP, 9) = (CR, С) P Q= (СВ) 
(CS) = В-15, 因此 ,$1...x BS Н Е РВЕ, ат...) 
SR”, Pion lP, Q)) = PQ. Еф... а", o Pi... (Q) 
=I, OF Ф... Вл (0...5), bi... (Q) = z(I,Q), Юе 
m >x ВЕ. ВАЮЕ z (Р, Q)€x(U,....), 

Pism Pi n (z (P, Q))= #....a (Р.Ф) = x, P-1Q) = 
x(P,@), 而 对 任何 QER”, 

pismo pies (Q) = pi... (z (1,Q)) =I, 

所 以 gi...m 和 їз...» ЭНИ. ШШ, 1, Piom 多 1...m 为 连 
续 映 射 , 故 р... а тоў. .„ 也 为 连续 映射 . 

设 XCR" AHE. Du, 

л (фт!„(Х)) = {О(1,0) |х(С(1,д)) =a (QEP nX), 
С 为 m x m ЕЙ = (C(1,Q)|Q8€ X, CH mx m ҶЕ р). 
in R С„(1, Qa) Erpa B O,(I, QA, QEU: ы, 
则 Co->Co C,Q,—C.Qo. F 3, Q, = CR? (Cra) >03 CQ) = д. 

ру. 


H FEX BR. XCR” HA 集 所 以 QEX HOU, QE 
m (pil (X)), ЖЕН T z (рт СХ)) СО... HAR. R 
据 投影 л BEL, Prin X) Cx (Ui...m) 为 闭 集 ,因而 Ф... 为 过 
续 映 射 . 

HERTA, Pinomi (Ui) R" ЖЕ. 

类 似 地 ,可 以 定义 Di...s。 = (А = (Prt Рак) [Ра Pin) 
为 mx m ЕУ EBE, <i <: Lin) Pn in АИСТ, а)» 


Pi.. m) 005 的 局 部 坐标 系 . 因 Gen 一 U “G... #6 


H< im 
是 局 部 欧 的 . 


T (m, тфЕ;т) D U,... ~ 
~ Pisem 
л r Š... 
km D z(U,... a R 
Pisem 


(2) G,,, 为 Ts 空间 ， 

设 p, ЧЕ бм, р9. 不妨 设 рЄл(0,...„), О(ф\...„(р), 8) 5 
R 中 以 pw 人 (2 为 中 心 , AOSA ERR, EEP nK), 
其 中 K = 0(g,...> (p), OCR”, | 

设 фт-„(К)ЭС(Р,, Q,) > (Р,Ө)ЄТ(т, m+ k; т), ф\...ь(Р„, 
Qn) SK， 因 为 KCR**" 紧 致 , 故 存在 子 列 Ф...„ (Р. Qa) = P.1Q,, 
>REK, Fë Q=lim Qn, =limP,, "фа... Pr,s Qa) = PR, ВТЕ, 
(P, Q)=(P, РВ) =Р(І, В), m=rank(P, Q) =штїп{гапЕР,гапЁ(/, 
R)}< m, ВтапкР = mU CP, Ө)Є0....„. 又 因为 1...m E KE 
致 , 故 Pi... (P, Q) = ітф....„(Р,,Ф.)ЄК, (Р,0)<фг (К), 这 
BEERA T Diim Т (т, m+ k; т) И. E pK 
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= (Pim) (K) = фт. (К) НАУА У, фр К) 也 为 
Cim 中 的 闭 集 ， 于 是 фт Opin P), Ò) FO Oem Pim K) A 
5 p В19 RARR, MA Gim 20 Т; 空间 ( 另 一 证 法 参阅 
[Milnor, J. W. and Stasheff, J. D. P571). 

(3) Gin A С° WÉ. 

设 Q 2 m x k ERE, A Ж тх (т) ВЕ, А,,...:„ 表示 4 中 
第 їй, зе, imn INARA TEE, ААРА isto La 
列 所 组 成 的 第 阵 ， 令 4;..;, = 了 AT = Q. | 

当 л (17,4) П ж (з, `@hr, 由 

QEP in Phin (0) = Pirsa (A) =A hi „АХ ТУ, 

可 知 , 总 中 的 元 素 为 8 PERAH, 0k pi. Pin EC 
类 的 . 

由 (1)(2)(3) 和 定理 1, D ={(х(@, а), Pipin) ее, 
съ ЩЕ f Gin 上 的 一 个 km ДЕ С° WE Gm D), WEA 
Grassmann AJE. 

(4) Gin 为 4( 有 具有 可 数 拓扑 基 ) 空 间 . 

HODU a ЯАЖ Ве", л, с) А 空间 ， 设 它 
В аР Ж 2 (УА, LEN). ХИ (0, с) 5 Gin 的 开 集 
om= |) я.) асани, 
LEN} Ж Gm 的 可 数 拓扑 基 , 这 就 证 明了 @ A A, 空间 . 

(5) Gin HJERNE. 

В 2= (ACT (т, m+ k; т) 14 的 行 向 量 模 为 1 且 彼 此 正 交 }， 
显然 它 是 至 "中 的 有 界 闭 集 , 即 为 紧 致 Е. 由 Gram-Schmidt 
正 交 化 过 程 ,对 任何 АЄТ(т,т-+ ЕЁ; т), IFE BEL ë A= CB, Ж 
rh C 2J m x mË Е, TOE alL) =G, MA LERA л 连续 可 
知 Cen 也 是 紧 致 集 . 


2 


考 上 处男 一 证 法 也 是 有 趣 的 . < 5={АЄТ(т,т--Ё;т)| 


(д 55а, ,显然 SCT (m, m + b; т) ) Ж ЎИП Ж, 


i=l j= 1 


маля, ШЖ, XF fE f aCA ECan ACU,.. , 显然 有 


r тате ж (= быс 
®(8). 另 一 方面 ， 因 为 z(S)C-z(T(m,m+ k; m))=G,, MEL 
ACI) 二 Gzm， 它 作为 紧 致 集 5 在 连续 映射 = 下 的 象 是 紧 致 的 . 

EE CH,, Di) A n, ЖЕО" Жм, Dri = ((Ua, Pa |@ЄГ,}, 

„Е. & 
Dr (J х, Pannar) | Uap Фф JED i=l, k}, 

Hp U, x… xU, 为 拓扑 积 , 而 

Фа Ua, Xt XU, >p. (U. ) хох Pa, (Ua) СВ": x... х 
В": В+, | 
Parag Р, "tts p.) = Ср, (1), tts Ф„,(рь)) 
为 同 胚 映射 。 显然 儿 ' 满足 定义 1 中 条 件 (1) 和 (2), 因此 它 唯一 确 
ЕТМ, хх M EDO 构造 = @, x... x Ds 我 们 称 
п п Е СВОМ х.х Mi, @, x... x @,) 3; C" w JE 
(M,,Z,),1=1,+---, kC RRE. 如 n ЖШТ” = S! x ... x St 为 

| w 

n A руп C° ЖЛЕ, R. = R" x R” У В". р R": [р С° 
积 流 形 . 

最 后 , 我 们 证 明 流 形 上 连通 和 道路 连通 是 等 价 的 . 

定理 3 设 (M， 纪 ) 为 拓扑 流 形 ， 则 用 连通 寺 >MM 道 路 

证 明 (=>) 对 任何 РЄ М, 令 С„={4ЄМ 1 存在 CO 道路 将 p, q 
HUE). 456, AM 为 拓扑 流 形 ， 故 存在 4 的 局 部 坐标 系 (77， 


. 20 ° 


p), IE pU) = ER" DI (<I CR", АР pOh EN A 


有 一 条 直线 道路 相连 , 所 以 中 任 一 点 必 与 4 相连 ， 从 而 忌 中 任 
一 点 必 与 了 相连 和 UCCb， 这 就 证 明了 C, 为 用 中 的 开 集 ， 显 然 
当 EM 时 , б, 是 彼此 不 相交 或 重合 的 ， 若 有 Con Cr= Z, NM = 
ou( 0 о.) EE 
并 ,这 与 M 连通 相 矛 盾 , 故 OW, 这 就 证 明了 M 是 道路 连通 的 . 

(<)( 反 证 ) 假 设 M 不 连通 ， 则 存在 不 相交 的 非 空 开 集 Di, У, 
使 M=UNV, PEU, gEV, RIMGE RER, HETEC AER o: [0, 
.1]>M Ië о(0у=р,о(1)=@, BA o UOM VALO, 11й% 
两 个 不 相交 的 非 空 开 集 ， 且 [0, 1]=07 (M) =0 0) U00), 
这 与 熟知 的 [0, EHTA. — dF 


52 CHK 射 

在 $1 中 已 提 到 0* 上 映射 f:V->R"， 其 中 为 R* 中 的 开 集 ， 
经 {0,1,…,co, wm}。， 现 在 我 们 将 它 推广 到 流 形 上 ,并 定义 漫 入 , 峰 
入 和 微分 同 胚 等 重要 概念 . 

定义 1 IM: 多,) 为 n, 维 0" 流 形 , i 二 1,2; 7E{0,1,2,…， 
со, о), Ет, ВАЯТ Р: М, М, ПЕРЕМ, а=) і 
意 局 部 坐标 系 (F,%), 必 有 ? 的 局 部 坐标 系 (U0,g), 使 f (U) CV (等 
NFF EEEN), Н. 6 o feo ipy) E O" 类 的 , ИП 

y'=(pofop!) Ce, 1, x) 


y= (фо fee D. (z), 1. 2") 
是 С" 类 的 , 则 称 了 为 从 1 ГМ, 的 C* 映 射 , 记 作 /EC*(M,, M.), 
其 中 OMi, М) АА М, 到 М, BJ 0* 上 映射 的 爹 体 (图 3). 


=) 


z L 


Ф =a y PCR”? 
图 3 


定理 1 ISO(M,,2Z,)2J wn, $E C" WE, 2: 为 多; В, i= 1, 
2. 如 果 映 射 f; MoM 关于 Z 和 25 满足 定义 1 中 的 条 件 ， 
则 了 是 0* у (Ет). 

证 明 1 ЄМ,, 4=7(р), (V,$)E 名 ,是 4 的 任意 局 部 坐标 
ЖЯ. B(V i, 682; 为 4 的 局 部 坐标 系 ， 由 题 设 必 有 2 的 局 部 坐 
ЖА ЧО,фр,)є@{#@ ЈО) CV ,, Н. I 

Ф.е офу: (U) > №. (V ,) 

是 O 类 的 . 于 是 ,存在 p 的 局 部 坐标 系 (Z, pilo) EZ, UCU, 
РО) СУ ПУ, СУ, Ш, 

фоје (Фф. |.) = (фо рг!) Сре Јо (Ф. |0) ip (U>) 
是 С* ЕЙ, Е С" Жз, H 

51 设 ( 有 ，p) 和 (DZ，9) 为 了 的 局 部 坐标 系 ，(『,%) 和 
(5 为 了 2 的 局 部 华 标 系 ， 与 心 ,2) 和 (了 7， 细 相 应 的 局 部 坐 


标 分 别 为 (29 和 9, 而 Dfe Do) Wea 
ШУ fE p 点 关于 {xz 个 和 {yj 的 Jacobi pE, 则 
rankD(pofep™') m =rankD( (ye fei ),, (р, 
证 明 ”因为 
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"(ж.е оф!) sp = DG 6071) о "2 (pofop em: Dp. 
Pi’) їй rankD (popi) pem =n гапкО (фо!) оу) = Rn 
所 以 

rankD(p,e fopi), m —rankD(yof op  ) op. + 

由 引 理 1, 我 们 给 出 

定义 2 rankD(Yofogp-')。w (与 局 部 坐标 系 选取 无 关 ) RA 
OCSI f ТЕ p 点 的 秩 , 记 作 

(rank f)p=rankD(pofop pm. | 

5 |ЖЖ O" ШЕ fÆ p ЕЛ, 就 可 介绍 С* RA ЛАТУУ 
HRAST. 

定义 3 (M, D) A n # O wE, i=1,2. WR Ok 
ст) 

ЈМ,» M, 

IIET PEM, 有 (rank J), =n ОЯ п, аз), ШЖ f 5—17 С* 
АЗ S E СА, Н. 

Jf:M —f( M ,)C M; 

为 同 胚 映射 ; 则 称 为 一 个 С* RARS £ Ct БА, Н 

f: M — M, 

为 同 胚 映 射 ， 则 称 Ai C* ЭЕ. Ш ТНПА: Ж 
证 明 п. = п, НУВ ДШ, ! 也 是 一 个 С Їй лу А, 


Zei |, 


例 1 iz f:R” 一 z= (x Zn) 


z! 000) ==? 


— f-! o Z _ y в 后 | uz; 
则 z=f D= Ty]: 显然 了 为 C БІ, 
12 在 $1 例 4 中 ， 用 第 二 种 观点 , 令 x :5S">P"(R), = (z) 


— . 25 ° 


= [z]. Akhir = (z', eert), 21 < 0,zt 2-0, 二 是 由 фьоле pi) ! 


CT, ETE glt, e, £7) = pron Ca) = prl a]) =at et i G, 
由 于 r= /1— 21 ri) 


EA 2р, es бе Aah eer Tl, at, 的 C PS, ré С" 
Mt DiE EREE Ma 196. 

例 3 在 31 例 7 中 ，r: Тт, mik; т) >G,,, x (A) =} А], 
设 ACU iein? W| Q = Qi. i. woldyc mr, m СА) = Pi in (z ( A)) 
SAn MCN MPR Q 的 每 个 元 素 为 4 的 元 素 的 有 理 国 数 , 故 
л Д& C° ВЖ. 

例 4 “hi a >G, BI R нй күп ЖЕ [R] B: + 25 
词 映 成 其 正 交 补 空间 ， 显 然 丰 是 一 一 映射 . 为 了 证 明 h С" 的 ， 
我 们 令 

De 

(P,Q)->(—(P 'Q)' I) (А 表示 4 的 转 置 )， 显 然 ，9 .cm 
ÆC” 的 .因为 


| —P 0 
PO (POI) = (P, Ф( I )==Р07 +01, 
k 


=—Q+Q=0, 所 以 (P,@) 的 行 向量 都 正 交 于 (一 (P78)', 了) 的 行 
向 量 ， 即 后 者 是 前 者 的 正 交 补 ， 又 从 
91...а0Р, Q) =(P Y, Ie) = (—((CP) 1(CQ))', Г) 
=ў,...„(ОР,Сд) | 
可 知 91... ЗАҢ А, О) > (У,у) 
alU, Qm #(—Q',1,), ЖФ бы, У, 与 бат, Ui... 类 
ЕУ. TA, 
Q= Pmnii miso hl с Фі (Q) 
= фина y Cr nQ) 
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| = ф„+т+к(7(—@',1,))=11(—@')=—@', 
因而 6 的 元 素 为 Q 的 元 素 的 CORRA hlaw, ， 为 C* 映 射 . 同 理 
В| ,cv ， ) 为 O° 映射 ， 这 就 证 明了 天 为 C* 映射 。 由 于 互 为 正 交 
ЖК, h 也 为 O° 映射 ,从 而 有 Gim>Gnms 是 O° 同 胚 的 . 

5 设 g,h:R"->R" Э, WJ Z; = В", g)) 确定 了 一 个 
07(7 汪 了) 微分 构造 Do AED, = ((В", h) ЧЫЙ Т — C 微 
分 构造 Ф. 、 

如 果 goh EOR", R”) W| 2; 与 2 不 相 容 ,所 以 , D Dn, 
但 由 9°(97'°А)еА-) =1й,"ЄС" (®Ю", R"), rankld;s =n 得 到 
471°%:(Е”, 2,)—> (R", D) 为 O" 微分 同 胚 . 

特别 如 g, В: R!—R:, g(z)=z, Ё(х)==%, у<=пой!(х) 
рбай) саба ORT F, goh EO (R, В), LD5 2r, 

例 6 iş f:R'>R?, f()=(t?°, sinta), Н rank(2t,r costr) 
= 工 和 Fi)= (10) =f(—1)5[ 1 f 398 ЛИНЕА. 

在 初等 微分 几何 中 ,我 们 研究 了 R 中 的 大 量 光滑 曲线 、 光 滑 
曲面 的 例子 ， 下 面 将 它们 推广 为 微分 流 形 上 的 子 流 形 和 正则 子 
流 形 . 

定义 4 1 (H,, D: n Ж O (т;>1){ Ж, t =1,2, M IC M, 
(M, 的 拓扑 不 必 为 M. 的 诱导 拓扑 , 称 为 天 ;的 内 部 拓扑 )， 如 果 
АВН Т: M >M I) =p 为 0" Ë À, ШСМ, D) HCM 
2.) Cr 子 流 形 (简称 M. 为 М, 的 0" TRE); 如 果 包含 映射 
7 为 C" ЖА, ШСМ, D) СМ», Za) 的 Cr 正则 子 流 形 . 此 时 ， 
:Мү>ъМ,С М, HAER, Вр M, 的 内 部 拓扑 和 诱导 拓 耻 是 相 
同 的 . | | 

定理 2 Ы(М,, 0.) п, Ж С>) ЈЕ, i=l, 2, 

(1) #Ж f: M.— M, СА В ЛО ЗН 08 А), M 
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(JOM), D) IMa D) ËD Cr 子 流 形 , Жр Ф = (00), pef ') 
(0, ф)Є),}, f° “АМ ,) >M: Z) f 的 道 映射 . 


(2) 如 果 fiM >M, Ж С" RA, МСМ), D) HM Da) 
的 Cr 正则 子 流 形 . 

证 明 (ОшТ: fM Waw, MERGO, 
pof) E 纪 和 任何 (P, ф)Є 4), 

polo (pof) =por (#1) ep = pefo 

Æ С” X ћу, H гапк I=rank f =n, ЕЛГЕ С" А, 从 而 
(f (м), Фф) AMn D) h С" FRIE 

(2) WÈ f ARA, ША SDKA M, 得 到 的 


诱导 拓扑 是 相同 的 ， 再 由 (1) 可 知 , (АСОМ), Ф,) ЖОМ», Ф)" 
正则 子 流 形 ， + 

为 了 给 出 正则 子 流 形 儿 何 上 的 充分 必要 条 件 ， 我 们 先 证 明 一 
个 引 理 . 

引 理 2 (M, 2) уп, Е О'(т:>1)йЖ, 3 =1,2,Ш Ж f: 
MH —> M, A C” Я Н.(тапК f);=n (nn), IM | 

(1) ООЦК Шш у"), My NR 24 
地 交换 次 序 后 , ef, es уо) D ñ: A. 

(2) 对 于 了 的 任意 局 部 坐标 系 {z5 oan), WE а= ](р)Ж 
当选 取 局 部 坐标 系 {22 ач) Ща =z of G =l, ‚л ЕРШ) 
充分 小 邻 域内 成 立 . . | 

证 明 (1) 在 ?点 任意 取 定 一 个 局 部 坐标 系 U, p), (z' h 
因为 (rank f), =n, 所 以 


Iyo f) _ | 
rank( Әх! e (p) m 


24 (01, +, уаз ВЫКЛ, 可 以 使 
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由 y'of 关 于 zx!,…, a 有 连续 偏 导 数 及 反 函数 定理 ， 可 推 出 {y!。 
Р, yno fl RE p 的 局 部 坐标 系 . 
(2) 在 9 一 fp) 点 任意 取 定 一 个 局 部 坐标 系 (F， 多 )，{95 
эз}, BOTER S, ++, ро f 5 p 的 局 部 坐标 系 , 故 
а#=ф+(!°],++,у"°]), i=1,*, Ri 
其 中 ф' C* 函 数 ， 再 设 


E отит ў=1,бе,т, 

у! > j= nit l, no, 

则 
9(2', ss 2") _9(2', +, z") _2(ф!,+++,ф"') 
900", +, Ye) Isy) ay 900", "+, 9") усу 


50. 
H RF g', е, УЕ М Б Вад PHHE 出 {z4} 是 9 的 
局 部 坐标 系 , 且 有 x’ 一 z'of,i 二 1,…,R1， H 

定理 3 《正则 子 流 形 的 充 要 条 件 》 WN H n H r>) ў 
№. BH | 

МАМ т ОПЕРЕ <> ИСЛ 为 子 拓扑 空间 , НУ 
任意 РСМ, {ЕМ Ку p 的 局 部 坐标 系 {x!,…，2”} 及 其 局 部 坐标 
邻 域 上 ,使 得 | 
МПО = {90 |2?(9) =0,m-+1=<j=<n). 

证 明 (=) МСМК В]. Е РСМ, (Ug, Pr), 
(z!, ++, а") ЛЛ ЖЕРЕН p 点 的 关于 六 的 局 部 坐 标 系 ， 记 
Е"={(т!,+,24”,0,+++,0)}С И", 则 gp(M ГЬ) =o,(U,) П R". 
H prU 3) R" 的 开 集 ,天 p MNOU) RONE, 显然， 

Prl unv, M ПОьэФь(М ПО) CR” 
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为 拓扑 映射 . 于 是 ,由 8 定理 1 
Ф ъ= {СМ ПО, Фь|мпа,) [ье м) 
确定 了 有 上 的 一 个 CO' 微 分 构造 Du. ЧЕ E, 显然 有 


U Car now=un( U oo- MNN=M, 


Pp EM 

ЖУР, (M ПО) ПСИ YUQ = Z br, (р, 4Є М), 

Фа | маш АГЕ Фь|мпе, (M 1U, ДЕА (H nt, U 
багт, ену а", 0, ee, 0) > (у!,-++,у”,0,++,0), 

Y= (Popp) Cæ! e, 0, -.,0) 


#"= (ao Pp l) a (Z, “TO, +, 0) 
是 C" 类 的 , 同 理 Фф | unr, Фе] игш, М C" 类 的 .再 由 
ЖШ (MNU) ->фь(0,) 


(а), ee 2", 0, +66, 0) ә (zl, 66,0, 0, 0,0) 
可 看 出 包含 映射 T: MN ACCRA 这 就 证 明 T M JANBJ СЕ 
则 子 该 形 ( 图 4). ` 


4 


(>) 因为 用 为 入 的 正则 子 流 形 ,所 以 包含 映射 1: 了 -> 六 为 一 
个 候 入 ,由 引 理 2, 在 ? ATRAEN HERA, p), {x!,…， 
x"), 使 得 {z1o7，…, zo Т} p 点 关于 用 的 局 部 坐标 系 ， Bir 
z") 和 {z1oJ，……，z"ol)} 的 局 部 坐标 邻 域 分 别 为 V1 和 站， 因为 代 
‚28. 


АЕТ Е, 所 以 可 以 取 p ЭЕ РАА, is tU С 
U  MNU:CV. EIR, rol =g" (xol, e, x"), m 16а 是 定 
义 在 МПО, EKI CRR. 1 E 多 的 定义 域 叙 述 如 下 : p U> 
R”, gqpí(q)= (2'(9), +, 2"(9)), 960, Erh Cr Ca), e, х”(@)) = 
PD). Ale, 多 是 定义 在 R" 中 的 开 集 mo СМП) 上 的 С". 

容易 看 出 , 若 CUME a, <, а") = {r (a), x"(g )}， 
WJ qEM YU, <=>qCU,,ar— д*(а!,+,а"), MISER, Я, 
ТЕ p ARTNA JF SB 7 = фу (Фф (M Y U,)) Ж X n A" С 
数 : 


y” =x" -g (x,t, 2") 
RSi pU >R A ф(@)=(7'(4), +з, y) EU. 9% 
y:U—>p (U) ži — BJ CS H. 
Iy, y") =det Im 0 一 上 
pq) * Ї „т , 


d(x z") 
H БЕРЙ ДЕНЕ An ед Cri, Wk Дд ОЧУ PJ B.(y1, ©, 
yg"”} 是 以 0D 为 坐标 邻 域 的 关于 六 的 局 部 坐标 系 ， 于 是 ， 
{960 |3264) =0, mt 1=<)j<n) = {4Є0,|ф,(9) Ep (M NU), 
2"(9) =g" (x (q), +," (д)),т-+1<Ё<п} 
= MNU: моо, 
其 中 最 后 一 个 等 式 是 因为 0,25 pE, U= p (фо, СИГ 
U,.))CU;, MNUCM ПО; 男 一 方面 ,由 H ñnU,<U anM NAUC 
MNU. AMMNU=MNU. + 
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17 令 f!:Slx Sl—RBR:, | 
` J(eiw' е?) =((b+acosu’) сови?, (b+acosu’) sinu’, asinu!), 
0<a<b, 
TA SEARRE, B.f:S! xS f xS Хаж. ЕЦЕ 
明 了 是 C" 浸 入。 由 对 称 性 , 只 要 对 S! х 5! 的 特殊 局 部 坐标 系 
((8'— {e*}) x (S!—(e)),0),p(et"tet%)= (ш, u’), 
<u, и2< 2л 验证 即 可 ， 显然 
І рзоЃоф-! (ut, ц?) = ((Ó+-acosul)eosu2, (b + асови!) sinu’, 
asinu') Ау Jacobi 和 矩阵 
—asinuicosu: — (5 --асоѕи!) ѕіпи? 
— ДОО) 


асоѕи! 0 


ВОК 2, f ACRA. WE 08 202), 305! х1) У) R: 中 的 2 
维 正 则 子 流 形 . 
例 8 If. R — R: 


f.Gt)= (z(t),g(t)) (ER> 9). 


显然 它 的 象 是 双 纽 线 (zx? 十 普 )? 二 zx: 一 六 ， 容 易 验 证 fi 为 单 射 且 
гапку, =гапк(а' (1), y'(£))=1, MARAC AZA. NA 
Jim fi) =(0,0) =f,(0) 而 lim fi'(f.(a)) = lim азе 0, б /т!: 
J1(R')-> 及 !' 在 (0,0) 不 连续 ,从 而 fi: Ri-> f (Е) 8, BH f,: 
R'oR RIRKA. НЯ 20), R) 为 RR? 的 1 维 C* 子 流 形 ， 
而 作为 子 拓扑 空间 不 是 流 形 , 故 不 龙 0* 正 则 子 流 形 (图 5). 


зењ, fi RR, у= (агуу туу =(# 1), 


—14(4%—1) 
1-1 
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) 也 是 C" 单 漫 入 而 不 是 嵌入 ， 由 定理 2，f(R') 为 R° 


— — — — aa 
Gti 
Cx C(t),Y Ct)) 
图 5 
(х,у) 
011 


а 6 


的 1 维 0* 子 流 形 而 不 是 C* 正 则 子 流 形 ( 图 6). 

例 9 7—61 61: {Cet е2") ju, шв) 2 9 
I. ањ КЕРЕТ]. 也 可 将 平面 
В? ERA Ш Е, Ml (ul, и?) ~ (ol, 0?) ә (0), 0) = (u! + 
k'u’ k2) kt PEZ, 

4 0:828: xS, 0 Cu', и?) 一 (es e), Шш HH Rq E 
间 尽 ?/~ 到 S1x S! ТА AC S0), Ж В 
[ Gu), ]2 Си", и) ВУЧЕ 38. 

考虑 Cek if }:®!->4581х5!,{(Ф у= (е2, errat), 

当 a 为 正 无 理 数 时 , 我 们 证 明 f HERA, Н. СЕКОЕ 5! х 
心中 是 稠密 的 (图 7). 

ФРЕД Р, ME t BER, 42584, miet, e2satt) = 
Р) = 了 (tf) 一 (em ену, Tk ti tmk, alti — t) =L, Jt 


hk, IEZ, 60, НЕ На 2 Di PER, БЕ а 为 无 理 数 相 
Я. W f HAM. | 


® JI > 


设 LER ИЕ, Ж (ul, u) ERAR QG. аш) =). А 


W ЕСЕ н) (0-54 +5) RICOON), DA РС) 


关于 Six 5! 的 局 部 坐标 系 。 取 to 关于 R BJ ya asb) U. Pë 
19 РО) СӨС). +, f 在 局 部 坐 mA 中 表示 为 9-1ofoIda=- 
Olof:U>W, 0-1) = (t, at), 从 而 (rankf) ,=rank(l1, 2) = 
1, 由 二 的 任意 性 可 见 f Эде А. 

HEX u, 000,1), W 0<е<шіп(о, 1—0), КИЙА 
3, EE т, LEZ, |0 — аи та 11е, < (=u m, 则 从 

{т— {а} [901—1 = |v—at =i | |о-аи– mil] < 
<min{v, 1—2} 

得 到 a= {2)11|0— lat} <e ЖР ЖАШ. 的 最 大 
Ў, пу=Ф—[1], RAEE (ROE S' x 8! r 81309. 

下 面 证 明 (BR') 不 是 1 维 正则 子 流 形 因而 f PERA. mit 
РСВ?) 8:1 RENTRE, 则 对 任意 6 R! 由 定理 3， 存 在 f(t0) 
关于 S1x 5 的 局 部 坐标 名 域 (V, 风 ) 使 得 5p (VACRYD)) =ү(У) П 
{(z, 0) 1zER}， 显 然 它 在 多 (站 中 不 是 黎 窗 的 .但 是 由 于 f(R!) 
E SxS RAR, ДУР ОУ Y f(R:))# (У) 9, 了 矛盾. 


当 a 为 正 有 理 数 时 , а= (m, п 为 互 质 的 自然 数 )， 则 
(е2, е?) = (en, eeni) et t=, altii) = T 


(0—6) =1, Hp k LEZ tt = sn, sEZ, шр ARY 
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为 S1x S! 上 上 的 一 条 封闭 曲线 , 它 作 为 5' x 5! ОРАК ЦА 
FS, 不 难 验证 (有 RR') 为 S'X RR l 维 正则 子 流 形 ( 注 
意 了 非 单 射 ). 

引 理 3 а 为 无 理 数 , 则 对 任意 ЧСК 和 e>0, ## m, lE 
乙 , 使 得 1x 一 ma 一 ! 1] <е, 

证 明 rk, s €N,Eks=s, (ka) = (8а), WJ 

a = (k—s)a _ (ka) — (sa) + [ka] — [sa] _ [ka] — [а] 


| k—s А Ё— 8 6—8 

为 有 理 数 ,这 与 已 知 为 无 理 数 相 了 矛盾 ， 于 是 , (ka) = {sa}, k, s€ 
N<=>k=s, { A= {{Еа) |EEN} 为 (0,1) 中 的 无 限 集 ,从 而 必 有 
4 的 聚 点 xeE[0,1]， 对 于 任意 nEN, 必 存在 ,sEN， 使 (ka) > 


(sa) H. 0< {ka} — (sa) <<. 记 m= k— s€Z, 因为 


_ {(@—5)а@}+[(&—в)@] = (k—s)a= (ka) — {ва} + [ka] — [sa], 
—1<{(k—s)a}— (ka) + (sa) =[ka]—[sa]—[(k—s)&]<1, 
所 以 0< (ma) = ((k—s)a) = {ka} — (sa) <+, ГА, ((ma) | 
тЄ ZY#E[0, PEMER. 

对 任意 wER 和 e>0， 取 nEN, 使 二 <e， 根 据 上 述 结论 ， 存 


TE mEZ {#|н—[и]—та— [та] | = | {и} — (ma) | 过 二 <e, 和 如果 令 


l= [u] + [ma], |и—тта—|< е, + 
更 一 般 情形 ,可 以 证 明 ( 参 阅 Hardy,G. H. and Wright,E.M. ‚р. 
375 一 393)a e n E AARTE {Cia}, e {ian} tE 
R) {Е[0,1]%<= [0,1] x x [0, Пу. 
— —— aa 
类 似 T a=2, }:&Ю!->Т"=51х..х5!, f(t)= (emas ... 
— vn 
n 个 - 
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entat) Жу CS BL ААН ЛУ ЖЕК А, ARDE T RAR, Dd ЖЕ 
LEMFRE. ЕС 
9110 EMANDA т ЯЕ л ЯЕ CrS, М-М 
为 СВ, ШЕ: М-М х М, Е(р) = (р, f (0)) 0С" АН ЎН 
图 形 
Gr(f)=((?,f(@))€M x N| PEM} 
为 m+ n СЬ M x N т СЕЙТЕ. 
设 PEM 为 任意 一 点 ，g 二 大 po)， 取 po 的 局 部 坐标 系 为 (0， 
Фф), (z'), Фо = ро) ВОЮ) (У, р), (9°), WI 
(Ф, р) Еф! (2) = (ф, ў) °Р(р) = (p, 0) (р, f(2) y 
= (р(р), реј(р)) = (х, ројоф-(х)) = (х,у), 
Н EC (M, №), Ж FCO'(M, Мх М) Н. 


әу. а 
Әх! Әх" 
rankF=rankl Im + ... = m. 
94" _. д" 
gr! Әх"! 


Р:М->Е(М) AARE, АРСА Н Gr(f) = (0р, 
FONDEM x N| PEM} =Е(М) 3) M x N т СЕЕ, 

ЭЎ, WMR Са, FPEM М, lim (рь, }(р„)) = (р, Є 
M x N, 则 由 lim р, =р 和 了 连续 可 推出 q= lim }(р„) =f (p), ñk 
(2,4) =(P, Í(P))EF(M)=Gr(f). 

下 面 的 定理 说 明 秩 2 ДЕ E 1 u OOS fiM ME 
Ж 9 的 非 空 道 象 f-1(q) 是 一 个 dimM,—1 维 的 C0' 正 则 子 流 形 
(дїп, 表示 以 ;的 维 数 )、 由 此 可 构造 出 大 量 正则 子 流 形 . 

定理 4 již M Hy тп, C° (r> 1) #38, ¿= 1, 2. f: М.-М, №) 
C0" 映射 如果 对 任意 PEM, 有 
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(rankf);= 1 CEW), 
则 对 任意 q€ М», їй 
Ў 9) ={РЄМ||}(р) =9} 
是 空 集 或 М, — 维 СТЕР. 

证 明 5 M— 7:04) 507, PEM, ја р,9 处 关于 М\, М. 
БАВЧА ЭП (U, p), (а) (У, р), (97). fg 2 Е 
域内 , 令 

ӨЗ = узо], =l, n. 
ШО 01,..., 0235 СТ. 由 于 rank( 97 ) „= 所 以 可 以 适 


当 改 变局 部 坐标 的 次 序 , 使 
9(01， бэ, 0:) 


д(х!, ..., zt) pp) 


于 是 , {0'e ө", т", +, zx"!} 就 成 为 r 关于 及 1! 的 局 部 坐标 系 . 用 
ERE {r}, MAE 0 =ar, i=l, I HTE p HASE 


bR Uo E, rank( 26) =1, REA 
T /yp) 


б сө, 路 路 


- (zt * 3 多 Әх?’ . 
arj ` 


i=l ly nj = 1 в, 
这 就 推出 了 如 ?1 …,0" 仅 是 7z1，,…,2! 的 函数 设 六 (9) =а?, j= 
1,…, а, 并 可 假定 а? = ОСИШ y —а? 代替 07), T PE: 
МПО = {р'Є0,|#(р') = 
= {р'Є0,|0(р') =0, 3 =1, =+, n} 
= {р'Є/,|а2* (р) =0,# = 1, 5..1). 7 
因此 , 由 定理 3 可 以 引进 C" 流 形 构造 , EMRA M fj т — 1 #: CO" 
ERTH. + 
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n+l 


例 11 itfi R0) >R, f) - 2” (a), Дф z= (z, 


©, a*i), (тапк })„=гапК(2х'!, ***, 22z2+1) 一 1(х=ЁЮ"*1—- (01), 


n+1 


因此 , 6" = {ER (а) = У =a) 为 91—00) 


(从 而 也 为 R"+1) 09 a ҖЕ СТЕНИ, 

注 1 从 定理 4 的 证 明 可 看 出 ,如 果 ranky 在 含 М 7109) 
关节 的 某 开 集中 为 常 值 2 M M=f I E M, Hm 
C' 正 则 子 流 形 ， 但 是 , 如 果 rankf ФЕМ = 77104) 上 为 常 值 ,并 不 
能 推出 它 为 开 , 的 一 1 维 C? 正 则 子 流 形 ， 例如 : f:R'SR:, 
f(a) =°, M= f (0) = {(тЄВ!|](ш) а" 0) = (0), rankflu=0, 
[H ME R: 8) 1 #t СЕИ. 


53 单位 分 解 


流 形 上 积分 的 定义 、Stokes 定理 和 向 量 从 上 度量 的 存在 性 定 
理 的 证 明 等 都 需要 用 到 单位 分 解 存在 性 定理 ， 因 此 它 是 近代 数学 
中 的 一 个 重要 工具 . 下 面 介绍 单位 分 解 的 概念 和 有 关 的 定理 ， 


定义 1 设 (relss 太 为 1 的 子 集 族 , 如 果 AC (ЈО, ML ж 


{О.|аЄГ) HA 0—8. Е Г'СГ, BAC U U. О, | 


ecr” 


EIA Ular T TNS. | 
Б (О.а r AV s] ВЕЛ ЖАС МИ) Е, 如果 对 任意 BE 
存在 аЄ Г УСО, , ШКУ, BEA A 00, |а T' 0 — ЛЖ. 
ВОМ, т) АК й), (О.а Г) AMATE, А 
任意 PSMW, 有 了 的 一 个 开 邻 域 环 。 使 除 有 限 个 a 外 , П, = 2, 
则 称 {Uejas 六 是 局 部 有 限 的 . 
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ECM, DAT: 空间 , АПАА М з R FR K U. ас) (0,2) 
开 集 ) 都 有 局 部 有 限 的 开 精 致 {Vs| BEA (V, ЖЖЖ), ШЖК СИ, т). 
为 仿 紧 空 间 | 

设 (M,z) 为 了 :空间 , 如果 Gr, MRG: 是 基 致 的 ， 且 CC 


Gris kEN, M= || Gu ММ о 紧 的 . 
k=1 ` 


例 1 ERÉ T: RAM, т) о ЖА RG,= M), 又 是 
БЖ CET E i ЗЕГЕ АО 3 Ж, “E Bb Б ЖШН НА _ 
精致 ). | 

定理 1 (1) 如 果 (M,r) 是 o 紧 的 , 则 它 是 仿 紧 的 . 

(2) ЕМ п ERRE, LXE A, 空间 ( 即 具有 可 数 拓 
扑 基 ), 则 它 是 o 紧 的 , 因而 也 是 仿 紧 的 . 

证 明 (1) 80.9) МЕНТЕ, 对 每 个 EN U 
{0), ЖЕ (0, —бу л) ПШ, Go-- 0. =Z, а B ЗК 

жб, Ge BWE RITTAA RIS TIBE CE, ‚Уз. 
因为 U... 10.) = М, Wk VU, Vi l=0,1,2，…} 为 用 的 
开 覆 六 且 明显 地 它 是 人 0。laE 厂 } 的 开 精 致 .对 于 任何 EM, itO 
是 二 的 一 个 开 邻 域 ,显然 Ga ГҮР! = @, јон). FE (УН, е, 
V3 ,1% 二 0,1,2,…} 是 局 部 有 限 的 , 这 就 证 明了 (2,r) 是 仿 紧 的 .， 
(2) 对 任何 ?EM， 取 p 的 局 部 华 标 邻 域 (WF。，go)， 使 得 


Ф») = {zER"| DI G<). MIEREMET: 空间 , 故 开 
RU = ру HER | DG) < 1) 0, (ЄВ Ee) 


НЮ. ИЕТ МЮ. 
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НЕМА, 空间， 根据 Lindelöf ЕЛЕЩ ЛИ ЯЙ (01 
PEMA TRTA 3600, =0,|2=1,2,:-0), АЕС, 
如 下 : 令 G =U, ШЕ, =Й, 是 紧 致 的 .假定 Gs 已 被 定义 , 取 7 一 8 并 


3 j 
32 а UU: & а, = U U, EAFJF3ERG, = UU; 是 紧 致 
i=l i 二 1 


Ё). Ж, G CG, U%= U U,=M, 这 就 推出 了 М 是 g ЖЕ 
k=1 i=1 


的 . + 
引 理 1 j&Cs(r)=(z€R"||z |<т, 1, 566,0}, MWEE С“ 
国 数 f :R"—R, {4 
f z T” 0<</|о*‹›ж=1, fla"_oa"ay= 0, 
证 明 由 $13| 理 1 可 知 
e-t, t>0, 
е) =}, , 1<0 
是 C 类 的 . $ 
‚ ) =0, #<0, 
_ pli 
коят т 0<2<1, 
=1, tèl, 
Н 0<#<1 8,70) >20. 再 令 
=0, [#[221, 
котнаначсанаре Ki 
_ 1 
=1, t| < 
FÆ 
f(z!, °"... 2") =h 2") h(a") 
APR CARE). H 
е 358 ° 


РЧ) 


L 
2 
图 š 
引 理 2 IRU An tk О ИСМ, DFTE), A 
эм ЖЖ, Н. ACU, 则 存在 Cr 函数 Фф: МВ, 使 得 #] > 
0, 01220 HES 到 一 入 的 某 个 开 集 内 为 0 . 

证 明 ”对 于 任意 pzE4， 选 取 p 的 局 部 坐标 系 (0。, pz)， 使 得 
U,CU Re,(p) =0，0701) Cp U) (至 多 再 作 一 个 线性 变换 ). 应 
用 引 理 1 中 的 7, 5 | 

9,04 j= [f 0 qSU, _ 
0, gEM— p; (C" G. 
显然, рМ ВЕС" 类 的 , B. (P) =f(g,(2))=f(0) =1. 此 外 ， 
7,9002.) нажа, Ас [J Vs, 所 以 存在 Po， 
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Va EAC | | Ya.. FE, 6: M—R, рер, +: + o, Æ С" НО, 
Y luzo» 009) = > p, (g)2>0 (EA), Нр M —U ЛЖ 


M— „иж. + 


定义 2 }Ж(д„]вЄ Г} п О" (1<т< оо) JE (H, D) EKS 
HC AR 为 指标 集 , 不 必 是 至 多 可 数 集 ). 如 果 它 满足 : 

(1) g, 的 支柱 Suppg, = (z€ M | g, (2) >< 0) 是 紧 致 的 ; 

(2) {5иррд„| «© Г}д& В ВАНО; 


(3) DS g.G(z)=1,g.(z2)220,z€ M, € Г, 


Ш (9. «ЄГ} (М, 2) йу — A S (189) 2y NE. 

в (0. Ја Г} n 6"(1<7<о) ЈЕСИ, D) 上 的 一 个 局 
WEARER ж, (0.1467) (И, 202) A rye. ШЖ 
Suppg.CU,, аЄГ, ШЖ {gE АЩ {Ua a SI) 的 一 个 
单位 分 解 . 

定理 2 п юу О" (1<т<соо) ЖСИ,@) ЕТЕ 1 
单位 分 解 {9:1 #=1,2,+-}, 

证 明 因为 (MM, 2) о Жу, ШЛЕ (0121,2, .-), tE Gr 
WFE GR, НО, Са, CaCO CG Ce, 对 任意 及 PEGE + 
一 Gr-!， 必 有 了 的 局 部 坐标 系 (Up,s， Q>.) [EU p, C Gre 0,1 


FO CoU). EARN (ez (c+ ))|#= 1, +, A 
”着 紧 致 集 G41 一 G4. 类 似 于 定理 1 СНЕ ЯГО, | В=1,2,---; 
i= OMi y) PLn is осо 
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М йз ЙИНЕ ЕВ 38. 为 方便 , Тай #20 (U, ро) 12 =1,2,---), 

А == -1 n 1 ; — —> 
ЖЉУ, =ф; GE у), 1, 2,…， 作 函数 y;: MR, 
fesp (z), rEU,, 

0 ,‚гЄМ—ф,'(С"(1)), 
Җор f ЖЕШ 1 中 的 函数 ， 易 见 у, ECH, H. 

| 0,zCV,, | 
Ф, (а у» ОН 
0, =ЄМ — -p O0). | 

由 上 述 构造 法 可 知 ， 对 任意 PEM， 存在 了 的 开 邻 域 У, ERER 


њо) =} 


+U, Ж, Ж.#‹!»,=0. В, Epa) 为 Cr 函数， 此 外 ， 因 为 
ME PV 于 是 0. (0) 20, 这 就 推出 了 0< ра) < + оо, R 


们 令 
g, (z у= еа) _ (z) = ЄЎ, 
S'ya) 10 ， sEM—p; (CY (15), 
= 1 А 


Mg 12 =1,2,---} ЖЕ, i=, 2,56) й ЯШИ. Ж 

定理 3 〈 单 位 分 解 存 在 性 定理 ) 

(1) 设 (U.leST') A n 8 С (1<]т<ссо) ИСМ, Ф) 
一 个 局 部 有 限 的 开 覆 盖 ， 且 如 .是 紧 致 的 ， 则 存在 一 个 从 属于 
(U, laeta ayata. laS T. 

(2) n ECAS) h RRM, ЖЕГЕМ 

证 明 (1) 对 任意 vzEM, 存在 3 KA aaa BIRU в 
180.0, GET ше Г), BAM DR MAMARA (0. 1аЄМ) 
О ОЈ СИ AEA. Р, ЕЖА Г, Ф 
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= U ОЛЕР, СО, 575 Ø), HAW, 684) 


是 局 部 有 限 的 , i Vas U W,cU,CÜD,. 显然 , {Vlas 站} 也 是 

Mi ARRAREN HV: 是 紧 致 的 , 同 理 可 得 到 用 的 局 

部 有 限 的 开 覆 盖 {FelaE 六 ,使 得 V. 是 紧 致 的 , Н. 
V.CV.CV;ICVICU,CU.. 

由 引 理 2， 对 任意 «SE 厂 , 存在 必 上 的 0 函数 $。 宇 0, 且 在 紧 致 集 7。 厂 

#.2>0, #EM —Vš En, =0. HAVC Suppa CV $ CU aU M aE E 


是 局 部 有 限 的 ， 故 类 似 于 定理 2 最 后 的 证 明 可 知 S1y。(z) 是 0 类 
“€ r 


的 , 且 0 二 > ys(z) 二 十 co, 令 


aér 


Pala) 
ga (2) =i $ 
O 


(9. |а) AMRF (U, а) бу 3-48. 

(2) 对 任意 xe, 由 定理 1 (2), 存 在 Y 的 一 个 坐标 邻 域 0。 Ë 
得 U, 是 紧 致 的 .因为 性 仿 紧 ,所 以 以 的 开 禾 盖 {Us1zEM} 必 有 一 
ARRARO). BA, UCU (RA r), Ai U 
是 紧 致 的 ， 再 由 (1)， 存 在 一 个 从 属于 (0,1967) 的 单位 分 解 
(g.la 8 Г}, + 

定理 4 Ular} i EALL) ИСМ, 2) 
的 一 个 开 覆 盖 ， 则 存在 一 个 从 属于 它 的 广义 单位 分 解 {9|aE 太 } : 
JaEC" (M, R), Suppg,C-U,, {Su ppg Er E БВА, galr) 


>0, ge(z) =1, rEM, aET. 
注意 : Ua 和 SUPPI 未 必 紧 致 
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证 明 EIUS ID MBD JF BE, ШЖ SR zCM, Fir 
«©Г,{ «Єй. Nz 的 开 邻 域 『。 У НС, ДУ, 16 
MM} 为 {0。1aE 夏 } 的 一 个 开 精 致 .因为 (M, DAS E, 所 以 存在 (V| 
zxEMM} 的 (因而 也 是 {Us。|aE 矿 } 的 ) 局 部 有 限 的 开 精 致 (W ,| B€ A), 
Н. АТ „ЁК. a 0: 4-> 厂 ,使 对 任何 BEA, 唯 一 对 应 一 个 0()E 
矿 且 弃 ,CV6wy， 由 定理 3 ,存在 一 个 从 属于 { 玉 ,1BE4} 的 单位 分 


解 (p, BPE}. 对 任意 ET, 令 gs(z) =>) pla) (nago (A), 


e= x 


令 ga(7) 二 0)，zEM. H T ISuppo,] LEA 局 部 有 限 ， 故 geE 
COr"(M,R),Suppg.= |] SuppmCzZ 以 及 {SuppglaE 门 也 是 局 


@‹8у=& 
”部 有 限 的 , 此 外 , 显然 9.(7) 宕 0， 219. (2) =1, хЄМ,аСГ. 这 就 证 
明了 {gejxE 太 } 为 从 属于 {CwelaE 六 的 广义 单位 分 解 . + 

如 果 定 理 4 中 的 仿 紧 改 为 c 紧 ， 读 者 不 用 定理 3 的 结论 而 直 
接 用 定理 2 和 4 的 方法 完成 此 定理 的 证 明 . 

推论 1 BM, @)2 п RO Aro) KWT, АСОС 
M, ARAR, U 为 开 集 . 

(1) 证明: FEC Ф: M->R, 使 得 满足 (00500) 
1, rEM; (Ь) ф(х) =1, x€A; (c)SuppoeccU, | | 

(2) mMEF:U—>R" 3 Cr ШЕЙ, 则 存在 Cr ЯС: МВ", 使 
{#6|,=Е |1. 

证 明 (1) 由 于 4CICM， АЗИ, UDIK, (0, М — А) 
ЖМ ЙЕ. НМЕ, ЖШ 4, {ЕТЕ М ЕЕЕ (U, 
MH 一 4} 的 广义 单位 分 解 {yp,%}CC™ (М,Н), #50ррес О, Suppy 
СМ 4,ф+9=1,, 0220, 01,0, 因而 p14 二 1， 且 显然 
xps RREH T ç 为 所 求 函数 . : 
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(2) 设 9 为 (1) 中 所 述 函 数 , 令 
pI)IF (2), rEU, 

› z€Suppo. | 
由 于 ФЄ0"(М, В), 0<ф<1, ф|а=1, GEOM, R) EG], = 
Р |. + 

推论 2 ША, BA, Xn ЖС (1<<r<co) fh Ék (И, 2) 
不 相交 的 闭 集 。 则 存在 一 个 Cr 函数 p: MR, {#ў}0<фр<1, 
ф|4.=0, Ф| а, = 1. 

证 明 由 于 A 和 A ЖМ ЬЯ З BJ) B] 3, ЕМА, 
М—А,} ҖИМ ЭЩ ЖЕ, 根据 定理 4, 存 在 从 属于 它 的 广义 单位 分 解 
{ф,Ф},# p, PEC (М, В), g, 0920, фір =1, Suppp CM— Ao, 
Ѕиррус М – А, Тж, 0<9ф<1, ф|,,2=0, 1a,==0, 人 了 从 而 p14, 二 
1， 这 就 证 明了 9 为 所 求 函数 . + 

利用 单位 分 解 我 们 还 可 证 明 Cr 函 数 的 延 拓 定理 ， 为 此 ， 先 给 
出 下 面 定义 : 

定义 3 ШОМ, 名 ) 为 n 维 C"(r 之 1) 流 形 ,4CM, 下 4-> 民 为 
函数 ， 如 果 对 任意 PE4， 存 在 一 个 了 的 开 邻 域 和 一 个 Cr Ж 
f:U >R, E flare, = anv, ШИЖ 了 在 4 上 是 C" 的 . 

定理 5 VE An k Cr(I<r 委 co) 仿 紧 流 形 (M, DHAR, 
则 4 上 的 任 一 Cr 函数 了 可 以 延 拓 为 寻 上 的 一 个 Cr 函数 于 

证 明 由 于 了 在 4 上 为 C" 函 数 , 故 对 任何 PE4, 存在 了 的 开 邻 
Ж U, 及 Cr 国 数 f,:U,— R, ў, | лп, = lano 因为 4 AAE, 
{Up PEA U {М — А} ЖМ BD JF Ж. ЕМЕ Wai A RE BD 
广义 单位 分 解 {pop|1pE4}U (ра) CO'(M,R),JKrh(Suppo,|?€ 4) 


U {Suppe MRAR, pz 之 0， gp 20, 5 Ppt pa=1, R.Suppp, C 
: , PEA 


бау = 


Up, Supppa CM—4, Sf: M— R, 
. 44 + 


o фу»(®)}ь(х), 250, 
9 0 _., z€Suppo,. 
显然 ，Supp 疡 CSuppwp， 从 而 {Supp 疡 12E4j DRAR, ЖН. 
J=5 FEC (M, В), ў) РЕЗ. + 

РЄ А 


R* 中 大 量 的 光滑 曲线 , n 维 光 滑 曲 面 是 微分 流 形 的 实例 ， 它 
们 是 R” 中 的 正则 子 流 形 。 人 们 自然 要 问 : 一 个 n 维 C"(r 之 1) 流 
ЖОМ, 儿 ) 在 什么 条 件 下 能 被 安装 在 Euclid 空间 中 ? 即 存在 一 个 
Or ЛЕ: М-» В, НЕ: М-М). ЕВ ТР 
空间 , РОМ) (ATM) А 空间 ， 此 外 , 我 们 当然 希望 R*( 使 流 形 
NM 实现 的 Euclid 空间 ) 的 维 数 六 越 小 越 好 。 我 们 关心 的 问题 是 N 
能 小 到 什么 程度 , 此 时 需要 加 什么 条 件 ? 对 于 紧 致 % Hr 
形 在 Euclid 空间 中 的 实现 有 以 下 的 定理 . 

定理 6 ”( 紧 致 流 形 的 做 入 定理 ) 设 (М, D) 0 n Ж 
С"(1<7<оо) Л, MEE MEN 以 及 一 个 0 RAF: M—— R" x 
Rx... х В" = В". 
mn 个 
证 明 对 于 任何 pZEMH， 选 取 2 的 局 部 坐标 系 (mw gp) 使 得 
go(7) =0, G*(DCg,(U,). ФУ (o )). 显然 {Val 
РСМ) МЕ, WMR, НН Е AAV 
Jp )}. 
应 用 引 理 1 中 的 函数 7, 设 
РС) -fD ‚ х0}, | 
0 , а&ЄМ—фр(С*()). 
显然 fi: MM 一 RR 是 0 的， 我 们 定义 
Е:М-> R” x В" х... x Б "ое 
w. 


э 
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为 | - 
F(z)=(f (z), Р. (2) fiC) Фр, (2), +, fal) Pp, (2)). 
由 f, РЕ, f. Со) pp, (z) TIEM ЕЁ C7 映射 ,只 须 在 Vs, 外边 
ELAO, Ш, FEC(M, R+), 下 面 可 以 证 明了 就 是 所 要 
RICKA 
首先 证 明 玉 是 单身 ,如果 (2) =F (q), 则 对 任何 i 有 f(2) = 
fila), i51, 5-7, т. 若 PE Pr CCC), АЛ, С) ' Ф.Р) = fi (q) = 
Фр, , (9) #1 f. (q) = Ffa PSO ЕҢ Ep, (С"(1)) 和 Фр, (p) = 
Фр, (q). 因为 po, 是 同 胚 , 故 Р= 9, MA P 2 8 Я, 


ЖМ М, ВТО АВР: MFM) CRD 为 同 
EGA 为 紧 致 流 形 下 的 闭 集 , 则 4 紧 致 ， 于 是 (有 -1)-1(4) = (А). 
CF(M) 为 紧 致 集 , 由 此 得 到 (4) 为 闭 集 和 ~! 连续)， 

最 后 证 明 rankF 二 n， 对 于 任何 PEM， 由 于 {Vp ，…,Vp,} 为 
NM 的 开 禾 盖 , 则 存在 KE{1,…,m}， 使 PEV5,， 我 们 利用 局 部 坐标 : 
系 (Up,, Фр,) ЧЕЛЕН Jacobi Ж 

D(Idg" ооф) =D(Fopr} 

包含 非 异 的 nxn AER, [її(тапкЁ)„=в, ERE, р», (2) = 
(и?, t, u") =u, Pp, CP) = (ио, u0) =u, AA Fo) 在 2 加 的 一 个 : 
BIRREA 1, AS) =1, (wo) =0, +J, f,G2) po, (2) = 


Ї(Фь,(х)) pr, (2) = ](и)+и, 
2({(ш)ум!\, `", f u)u") 
Ə(u!, °. и") 


2 а уау а-ро) со Eut fuo 


= det| re ors а асанов ева а ее е те етене за зе же е . 


ш” tH Эзел а) 0 Bt 
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=detI,=1. + 

ЖЕЖ n Я C'(1<r<co) 流 形 的 戏 和 人 定理 证 明 比 较 简 单 ， 
但 流 形 实现 的 Euclid 空间 R* 的 维 数 入 =m(n 十 1) 可 能 很 高 ， 下 
面 我 们 不 加 证 明 地 介绍 Whitney 杠 入 定理 (参阅 [Bricher，Th. 
апа Jänich, K. ,p71] 和 [Sternberg, $. , p83]). 

定理 7 (Whitney ЖА Ж) 如 果 (M, D)A ДЕ C RE 
(1<т<оо) НХ А23 [8], MEC АР: MR", HF(M) 
为 В?" 中 的 闲 子 集 . 

E $ 1 和 本 节 已 分 别 引 进 了 微分 流 形 和 仿 紧 的 概念 ， 间 时 已 
经 知道 ,一 个 C* 流 形 (0<r<o) 自然 是 一 个 0 流 形 (0<k<r)， 反 
之 ,从 Whitney 的 一 些 结果 即 得 (参阅 [Whitney, Н. J! 和 [Whit- 
ney, Н. ]#); 任何 一 个 仿 紧 的 С" 流 形 (121) 都 具有 一 个 与 其 上 已 
给 的 C 构造 C* 相 容 的 С" 构造 (<r 委 o), 并 且 在 相差 到 一 个 С" 
微分 同 胚 意 义 下 是 唯一 的 ， 但 是 ,一 个 C" 流 形 (拓扑 流 形 ) 上 不 一 
定 具 有 C 构造 (参阅 [Kervaire, M. ]). 此 外 ,在 同一 个 0" 流 形 ( 拓 
扑 流 形 ) 上 可 以 有 不 微分 同 胚 的 微分 构造 Milnor 于 1956 年 发 
表 一 篇 文章 给 出 了 一 个 与 7 А ЖЕКЕЙ, TEA ft 27 ГЕП B PW 
分 流 形 (Milnor 怪 球 ， 参 阅 [Milnor, J. W.])) 时 引起 了 人 们 巨大 
的 惊讶 ， 更 进一步 ，Kervaire 和 Milnor 于 1962 年 证 明了 S7 上 
共有 28 种 不 微分 同 胚 的 微分 构造 (参阅 [Kervaire, М. апа 
Milnor, J. W. J). | 
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第 二 章 向量 从 和 切 丛 


本 章 83 中 为 建立 О” ШЕ fiM >M HE PEM, 处 的 微分 - 
或 Jacobi 映射 fp， 必须 在 一 点 处 线性 化 ， 即 引进 切 向 量 和 切 空 
间 的 概念 ， 切 向 量 的 引进 可 采用 近代 观点 或 不 变 观 点 或 映射 观 
点 ; 也 可 采用 古典 观点 或 坐标 观点 ， 将 M 上 的 切 空间 族 按 一 定 
方式 使 其 成 为 切 从 ， 在 引入 切 从 之 前 ，§ 2 先 介绍 了 近代 数学 中 
应 用 广泛 并 且 极其 重要 的 向 量 从 或 葛 一 般 的 纤维 从 的 概念 ， 向 量 
从 或 纤维 从 中 , 两 个 相交 的 平凡 从 图 卡 之 间 由 给 定 的 拓扑 群 或 0" 
群 或 C07(r 宕 1) Lie 群 相 粘 贴 在 一 起 ,而 S 1 阐述 的 就 是 这 种 既 有 拓 
扑 或 流 形 构造 又 有 与 拓扑 或 流 形 相 容 的 抽象 群 构造 的 拓扑 群 ， 或 - 

0' 群 或 0"(r 之 DD)Lie 群 ，$4 给 出 了 С° 切 向 量 场 和 积分 曲线 之 
间 的 关系 ， 并 应 用 1 参数 群 的 引 理 1 证 明了 连通 0” 流 形 上 的 齐 : 
性 定理 , 从 而 它 成 为 一 个 齐 性 空间 . 


§ 1 Lie 群 

Lie 群 上 共有 丙种 构造 ,一 种 是 流 形 ， 另 一 种 是 与 流 形 相 容 的 群 . 
的 构造 ， 它 的 确切 定义 如 下 . 

定义 1 БАСЕ: (1)G 为 拓扑 空间 ; (2)G 为 群 (3) 群 
运算 是 С° KA, RR: G x @->@, (а, ma bM AJ G>, 

a! ж С° Е, ШЕ G 为 拓扑 群 . 

Ж GWE: OG п С" 流 形 ，r&{0,1,…, оо, о); 
(2)G 为 群 ; (3) 群 运算 是 C0" 类 的 ( 群 与 流 形 C" 相 容 ), 则 称 G т 
ЯСЕ. 如果 r>l, Ж G 2) n С'Чле ; Што, С 
为 n 维 C°Lie 群 或 实 解 析 Lie 群 。 类 似 可 定义 п 维 复 解 析 Lie 
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y | 
ЊН JoJ (а) =J (а!) = (а) l=a ч, J:G-G 为 C" 同 
Ж. 

从 定义 1 还 可 以 看 出 ,0" 群 G 为 拓扑 群 ， 但 拓扑 群 可 以 不 是 
СЖ. Ир, 有 理 数 加 群 Q 是 拓扑 群 , 但 它 不 是 流 形 , 从 而 不 是 Cr 
群 . 含 单位 元 素 ( 即 0 元 素 ) 的 连通 分 支 为 {0}， 注 意 子 群 {0} 不 是 
Q HFR. | | 

С° 群 但 非 С” (221) 1ле 群 的 例子 叙述 如 下 : i R' 21 #& 
Euclid 空间 的 通常 C" 流 形 (r221), z, УЄВ!, жу z 和 3 的 加 
А Аја =: у= 4а у", Ш R 在 此 加 法 下 为 0" 群 ， 因 为 z= 
Mw 十 的 一 阶 偏 导数 在 《0, 0) 不 连续 ， 故 它 不 为 0"(7 之 1) Lie 
群 . 

定理 1 (1) 定 义 1 中 条 件 (3)GxG>G, (х,у)кэх+у7! 是 Cr 
类 的 . 

(2) 定义 1 中 , 当 7E{1,…, co,@} 时 ， 条 件 (3) 全 GxG>6, 
(2, 所 z 必 是 C7 类 的 ， 

证 明 (1) (=>) 20 (2,0) (2,071) fll(z, y rozi а С" 
的 , 故 (z 0) ъа у) E С" 类 的 . 

(EAA (е, у) #п(е, у)кэе+ у 1 二 9 是 07 类 的 , 收 уку! 
是 C 类 的 (e 为 G 的 单位 元 素 )， 此外， 从 (z, g) (2, y-!) 和 
(r,a (g) =ar 是 C07 类 的 , 可 推出 (x; 引 已 xz 必 也 是 Cr 
类 的 . 

(2) (>) BR. (=) RADER GG, ioe 是 Cr 类 的 ， 为 
此 , 取 e 的 一 个 局 部 坐标 系 ， 并 将 z, €G 的 坐标 记 为 xz: ЖЫ, ШШ 
EEDE $ RA, (y) =p lagy), EF p EC, 


Ф'(е,р) =. 因此 ,( 538 ) =6}. 由 隐 函 数 定理 ,方程 组 (zy)! 
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=p' (x,y) =е* {E e MHEARA 0 С" 的 解 久 =0(z)、， 但 当 у= 
е, y 5a), тнл! E e 是 0 类 的 ,由 于 ria lra х) 7) 
(a'r) a =a, BR зэс {Еа ВЕ С" ЗЕ. а 

定义 2 Н CrLie Ë G FEEC), Н С" 流 形 
的 构造 .关于 这 个 Cr 构造 , in H Ж Cr 流 形 G 的 Cr 子 流 形 , 并 
且 它 本 身 也 是 一 个 Cr 群 时 , 则 称 妃 为 G 的 CrLie 子 群 . 

定理 2 设 万 为 C"Lie 群 G 的 0 正则 子 流 形 (7 宇 1), 而 且 作 
为 抽象 群 是 G 的 子 群 , 则 五 为 G 的 C'Lie 子 群 . 

证 明 因为 HxH>GxG, (№, А,)-(№,, h) 和 Gx G—>0, 
Chis h,)F>Ai h, 都 是 С" kit, ВЕД H х HG, (Chi, h) hi h, Ж 
0 映射， 又 因为 五 为 G BJ Cr 正则 子 流 形 ,由 第 一 章 8 2 定理 3 可 
Н x H-+-H, (h, В) № 也 为 Cr 映射 ， 则 理 可 证 АН, 
kh! 为 C07 映射 这 就 证 明了 互 为 G 的 C"Lie 子 群 ， 4 

例 1 R" 为 C0" 流 形 ， 群 运算 取 作 加 法 , BA х= (e, a”) 
Яп у = (0', "5,0", У ту (а у, е6, а" у"), {С СЕП 
零 元 素 ) 为 0=(0,…, 0), х УС (НП z 的 负 元素 ) 为 一 x= 
(一 Zz!,…, 一 加)， 显 然 ， 群 运算 是 С° Ку, FE, Р" 就 成 为 С° 
Lie 群 , 称 为 元 维 向 量 群 | 

例 2 Ts—S!x-.. x 851=<{(еї""!+,...‚ ed) WER, j =EL 

| “Жж 
п} 5) Ce 流 形 ， 群 的 乘法 运算 为 

(erti, еч), (ert, ө}, е?" гу 
= (e? HUD ana, e?r Cu tv)i).,. 

单位 元 素 为 (e, "+, e), (eri, өз, е?" ERE A 
(et... em"1)， 显 然 群 运算 是 C° Ж. FTE, T 就 成 为 C* 
Lie 群 , 称 为 n 维 贺 环 群 。 特 别 地 ,7!=5! 1 ҖЕ Ce Lie BË. 

由 第 一 章 8 2 例 9 和 定理 3， 当 ab…*on 整 系数 无 关 时 ， 设 
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Н = {(е?*взїї, +, etat) HER}, 易 证 H =T"> H, ЖН 7) T" 
АЗЕРА C"Lie 子 群 和 非 正 则 子 流 形 ， 它 是 定理 2 的 逆 不 成 立 的 
反例 . 


4 
例 3 63={(21 2a t3, 70) |7.ER, 1=1,.,4; 2121=1) 
1=1 


4 
= {21 Раі ај ЄВ, (=1,.,4; > 1251,02 = ў? = 
I=1 


Е?=—1,1]=—]}1=Ё, jk=—kj=i,ki=—ik=j} A С° mÉ. 
уа Я л IA R., ат t ritejtek, 
у=. tyit yj tyik, 1212 =ri tritri tei 易 证 
-Y= (1101—0202 — 1803—2404) + (z: + LHi + z #/ — 2,75) š 
+ (213-239. + 2302—2294) FH CF Ya T Tays tt zi 
— zs92) k, 
[2-01 = 121.191. 


_ 1 . 
x аре (9 — 021—233 — z R), 250. 


由 此 可 知 , 如 果 z, yC S°, 则 х+уЄ&%, х-:С8° H a= gr ritaj 
— zik, 为 验证 S° 上 群 运 算 的 C0" 性 ,不 类 一 般 性 可 设 %4 二 0, у,<0, 
M аим 21а аа а= —0/1—01— 08—508. РЕ, (ey) 
为 21, хз, Zas Yis Yas ўз Й) С° ВАЎ, (271), Жул, то, хз 的 С° К, Н 
而 群 运 算是 С° 类 的 .这 就 证 明了 S° 为 3 4 CeLie F. 

例 4 iW GL(n, R)=(A|A2)nxn RERE, det A2<0). 如果 
A= (а) EWE В" 中 的 点 (а, +, а, Gris *'*y Orns ***s Ans ә 
asa), 因为 4 一 det4 为 С°, й GL (n, R) =det !(R— {0)) 5 
R” 中 的 C* 开 子 流 形 ， 根 据 人 矩阵 的 乘法 ,GL(n, R) 构 成 一 个 群 . 


. . ; 1,% =}, 
юй, жа кшт, = (85,83 =Í А) 


ixj, 4 的 逆 元 素 为 
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WERE AT, 容易 证 明 群 运算 是 C* Жї. ERKL, W A= (а), 
В=(Ь,,)ЄСІ (п, R), А A-B=(c,;), A= (du), Ж е; = 


Уа, КТЕ aa 和 bi 的 多 项 式 函 数 ， 从 而 乘法 运算 (4, В) 
此 一 1 


A-B 为 0* 上 映射 Ж d, = A. /detA а, 的 有 理 函 数 (4i; 为 
qs; 的 代数 余子 式 ), 所 以 道 运算 АБА 也 为 0” 映射 ， 由 此 可 知 ， 
СІ. (п, В) Ж 1 n° 维 的 Ce Lie RE, 称 它 为 nn 次 实 一 般 线 性 群 . 
类 似 地 , 可 以 证 明 GL(n,C)={414 žy nxn HIERE, detA 0} A 
n° 维 复 Ce Lie 群 , 称 它 为 1 次 复 一 般 线 性 群 . | 

{5 设 G; 为 C0" 群 ,rE{0,1,….， со, в}, 一 1 2。 一 方面 
把 б, x... x G, 作为 C 积 流 形 ， 另 一 方面 , 把 G, x +++ x GG, 作为 群 
ВУ, XRF CIs е, 99) (bi, hn) = (Girhi In'n). 容易 验 
证 Gi x x G, 也 是 С, Ж АС” BE G1,…, СВ. шп 
ЯЕ 7" Six. AnA 1 Е C° Lie BÉ S! 的 直 积 , 


—v— n 


п T 


定义 3 GAC В, M 为 0 流 形 ,7E{0,1,…,c0;@). 如 
Ж 0 映射 :Gx M— М, (9, р)--Е(9, р) 一 92 满足 条 件 : (1) ер 
=p, PEM, e 为 G 的 单位 元 娄 ;(2)gi(927) 一 (g1'92)p, PEM, Ju, 
QEG, NI CG £A C 作用 于 MM. 

设 g€ G 为 一 固定 元 素 , WJ К: М> М, р--Е,(р) = g? Ж) С" [п] 
BF. ЖЕ, НЕО ВЯ, ЖЕ, 0С". XAF 
Е,(р) =Р,:(9р) =g (gp) = (g '-9)р=ер=р, ЕР, = dy, F 
H FoF idy, Р, Е; = Е, EA С" ЮН. Ж, RENEE 
J.M š] M BJ С" Н) C” 变换 、 因 此 ,G ER Cr fEJR-T-M IRF, 称 
G 为 性 的 在 方 C" 变换 群 ， 类 但 地 , 可 以 定义 石 方 Cr 变换 群 . 

如 果 对 任意 PEM,F(g,7) =9р=р YA у= e, Ш С” REGIE 
С” 流 形 М 上 的 作用 是 有 效 的 . 
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定义 4 ШОССЕ СТЕНЕ С" ЫИ М, WEB 
PEM, RR, 0,= (g€G|gp=2) AG ЖЖ, АЖО 的 子 群 , 称 
它 为 0' 群 G 在 点 7 了 的 迷 向 子 群 (或 均等 群 ,或 固定 群 ). 

定义 5 САС (ЕНЕ С Е ME 上 ,对 固定 的 pEM， 
# M 中 的 子 集 用 ,二 {gp1g&G} 为 通过 2 点 的 轨道 .如 果 只 有 一 
个 轨道 ， 换 言 之 ， 如 果 对 任意 7,9EM， 存 在 gEG， 使 得 gp==4， 
则 称 C" 群 6 在 Cr" 流 形 允 上 的 作用 是 Cr 可 递 的 (或 可 迁 
的 ). 

如 果 CH GO 作用 在 Cr REM EJ Or 可 递 的 , 则 称 M 为 
G 的 C" 齐 性 流 形 ,简称 C" 流 形 M 为 Cr 齐 性 空间 . 

通常 我 们 指 的 齐 性 空间 是 0~( 或 C*) 齐 性 空间 ， 这 时 , GAO 
(或 0*)Lie Ж, M 为 C"( 或 C*") 流 形 ,作用 是 O° (或 C") 类 的 . 

mE i F:GL(n, R) x Ra R", y= P'(A, z) = Az, НП 


Y'\ [аа ain\ /7 
GHETE 
显然 ,C0*Lie RE GL (в, R) 左 方 O° 作用 于 С° ЖЕ R* 上 . GL(n, 
Е) R" 的 线性 变换 群 . 

(е 121, n} 08" 的 标准 规范 正 交 基 ，(e1,…, en) = 了 
(单位 矩阵 )， 如 果 对 任意 z€ R", 有 4Az=z, ША=АГ„==(Ае\, ++, 
Ае„) 一 (eb…en) 一 Ti， 故 GL(n, DER C° 有 效 作用 于 R". In 
显然 , 不 存在 АЄСІ (я, В), $E A0=e,, 故 В" 在 GL(n, R) 下 不 
是 可 递 的 , 因而 它 在 GL (п, RR) 下 不 是 齐 性 空间 . 

更 一 般 地 , 我 们 考虑 R*" 上 的 仿 射 变换 群 GL(n, В) ={(А, а) 
| 4EGL(n, R), aER*}， 关 于 乘法 (4,a): (В, Ь) = (AB, Ab+a), 
BETRA n +n 维 C*Lie Ф, | 

iz F:GL (л, R) x В">В", у=Ё((А, а), а) = (A, a)z = Az 
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-a。 显 然 ,C*Lie 群 GL(n, В): 3 С° 作用 在 C 流 形 R" k. 

如 果 对 任意 ER" 有 Az+a=zx,WDa=A04+a=0, FERU 
于 GL(n, В) 9ГЕ A= Ins (А, а) = (1,0), БЕСІ (п, R) 的 单 
位 元 素 , 这 就 证 明了 GL(n, R)C* 有 效 作用 于 R". Eih, IEX t, 

YER", (Т,у—)х=1„+ (у—>) =y, i R" 在 GL(n, R) FET 
递 的 , 从 而 它 在 GL (n, R) 下 是 齐 性 空间 . 

例 7 GAR, M=G, F:GxG->G, Flg, р) = g+? 
CERERE). BEC 群 G 左 方 6" 有 效 作用 于 Cr 流 形 G k. 
ТТЕ p. 4EM =G, HWAP) p=q,q.p EG, i М=е #9 
下 是 可 递 的 , 从 而 它 在 Q 下 是 Cr 齐 性 空间 . 

定理 3 设 CrLie WË GO 作用 于 Cr 流 形 履 上 《7 之 1), 则 点 
ПОК G, D G 的 Cr 正则 子 流 形 ， 并 且 它 是 G 的 闲 C'Lie 
+. | 

证 明 对 于 固定 的 gEG， 我 们 定义 2:00, І, (а) =ф:а, 
п: М-М, n ,(q)=gq #ml0:G— M, 0(a)=an(B] жор). TE, 
ө°1,(а) =0(9:а) = (9:а)р=9(ар) = п,°0(а), 0°L,=mnas0,. 由 
于 LI 和 分别 为 G 和 用 的 C0" 变换， 因此 它们 的 Jacobi 行列 
式 在 任何 点 上 都 不 为 0。 这 就 推出 了 Crank0),,=(rank0), BI 
rankg 在 G 上 为 定 值 ， 根 据 第 一 章 32 定 理 4 可 知 , a= {gEG| 
gp=p) = (4661009) =p) =9-*({2)) 为 4 的 0" 正则 子 流 形 再 
由 定理 2, G5 Aa 的 Cr Lie TR, 

如 果 gocGp B. lim ga=gEG, Й 9р=РСд, р) = lim FPF(g,, р) 
= lim д.р = lim p=p, #Єб», 从 而 Go Ж. Ж 

关于 单位 连通 分 支 ( 含 单位 元 素 。 的 连通 分 支 ) 有 下 面 的 定 
理 . 
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定理 4 ШС 为 拓扑 群 ， 则 单位 连通 分 支 为 8 的 闭 正规 
子 群 ， 对 于 任意 EG, Ка 为 含 a 的 连通 分 支 . 

如 果 G 为 С" 流 形 ,7E{0,1,…, ос, о), MEAG ЭЕ C” RE. 
对 于 任意 a€G, Ka HWE a 的 既 开 又 闭 的 连通 分 支 ， 

” 证明” 如果 a€EK, WA G>G, bba! HARE, к Ка! 为 
连通 集 . XAA e=a a 'EKa', PMV Ka CK. 于 是 ， 对 任何 
a,bEK, а! =е:а ЄК, b-a=h.-(a-1-l€e K. 这 就 证 明了 下 为 G 
的 子 群 . 

对 任意 58EG， 类 似 可 知 5K5 :是 连通 的 .因为 e=5ep E 
bKb-'， 我 们 有 5K5"'CK， 故 下 是 正规 的 . ЖА К ЭБШ Ж, 
所 以 它 为 团 集 . 

如 果 G 为 C" 流 形 ， 则 GG 是 局 部 连通 的 , 且 存 在 e 的 连通 的 开 
邻 域 UCK. HEM аск, Н СС, beba HAR, 所 以 Va 为 
Ё ea 三 4 的 连通 开 邻 域 ,从 而 Гас K. XEN Y K AGRFT 
流 形 和 子 群 。 以 及 五 为 G 的 开 C" 子 群 .。 + 

例 3 5 SY, R) A nx n 对 称 和 矩阵 的 全 体 ， 用 自然 的 方法 


TREMER  ， 显 然 f:GL(n, R)>SY (n, R), (А) =АА' 
为 C 映射 ,其 中 水 30 A ПОЕ RERE. 

对 任意 A4EGL(n，R)， ZX R,.:GLG, R)->GL(a, В), 
R4(B) =BA， 易 见 В, 为 0* 微分 同 肽 ， 且 对 所 有 AEO(n) = (АЄ 
СІ (л, К) 144 =n} ={1(1„), fe R, = f. 于 是 对 任 何 ACO(n), 
(rank ў) = (тапк f) ва = (rank f); GE IB), 下 面 可 证 此 值 
1) RRE ео аа, Об) = ја) В" H 
m TOLD IODA б> 正则 子 流 形 , 

设 A= (а), W| (А) = (АА) = Sanan 和 
k=1 
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К ал, 天 一 
afi _ Jlis k=j¥i, 


== (A= 
Әх ‹ ) 2а, k=i =}, 


当 А= n Э 21,21 з 2, 其 它 全 为 0. 相应 的 Jacobi 


zl... gn gl? gèl ees g!” ynl,.. рпа т 
J! 2 


р" 1 1 
显然 由 上 述 和 矩阵 可 看 出 (rank p), 100), 

我 们 也 可 利用 定理 3 证 明 上 上 过半 I. АЖ, #б=М= 
GL(n,R),F:GL(n, R) x GL(n R)—GL(n,R),F(A,B)= АВА’, 
易 证 G= GL(n, R) £} С° 作用 在 M=—=GL(n, R) E, Ж ШЗ 
rh, 令 p= 1„, 0:GL (n, R)—GL (n, R), 0 (A) =F (A, Ia) =AI,A'= 
АА, + 是 I, 的 ж 向 + R СІ (п, В), = {AEGL(n, R) |I,= 


F (A, In) = AAA') =0 (xr) 为 СІ (л, В) 的 п? тапк =" Ct 1) 


— 2 二 1) C° ЗЕГЕ. 称 О(а) ут 阶 正 交 群 或 直 交 群 , 它 
是 GL(n, В) Селе FH, 
EAC) Є0(а), lim А(т) = А0), А00) 400) '= lim Ат): 
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A(m)' = lim Г, =, А(0)0(а), Ай O(n) Ж. LAIA = 
Га е) Мв, АЄО (п), # Oln) № R” 中 的 


Ж ЖЖ; 这 就 证 明了 Оп) 为 紧 致 集 ， 
我们 知道 ， 由 线性 代数 知识 可 知 ， 对 任意 А60(п)* = (B€ 
O(n)1detB=1}, 必 存在 PEO(n) 使 得 


А | 


cos0 sin@, ! 


> 
[ 

Уу 
k: 


— зіп 0, cos, 


cos, san] 
— ѕіпб, созӣ, ! 


令 p: [0, 11>0(а), 


10 int0 ! 
(у= P cost, sinti0, | Р-!, 


— 510 #0, cost, 


cost0 sinth, 
— 81010, costO, 
M p H О(п)* 中 连结 ф(0) =, Ж Ф(1) = AB. 38 Ë Ж, AE 
О(п) 是 道路 连通 的 ， 对 任何 ACO), Ш ЈАЄО(п)*, Ж J = 
—1 


SO(n)". & p J О(п) фі 1, MJA — ЖЖ 
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路 , Eie, Jo% О(п) ФЕ ЛЯП JJ4=4 的 一 条 道路 ， 所 以 
‚ O(n) -也 是 道路 连通 的 .假设 存在 道路 Фф: [0, 1]->О(п), {#ф(0)Є 
O(n) ,Pp(1)EO(n)-, 则 detp(0) 一 1,detp(1)= 一 1, 根据 连续 函数 
的 0 值 定理 ,存在 EEC, 1) Е deto (£) =0, xt detp(£)=+1 t 
矛盾 .所 以 连结 O(n) + 的 点 和 O(n) ` 的 点 的 道路 是 不 存在 的 .这 
就 证 明了 О(п) 恰 有 两 个 道路 连通 分 支 . 根据 第 一 章 81 定 理 3， 
对 于 流 形 , 道 路 连通 分 支 和 连通 分 支 是 相同 的 ， 故 O(n)Ab1⁄ # W 
MEBDE OA O(n) 7, Ж НОС(п) "为 单位 连通 分 支 . 
考虑 ACGL (a, R), 记 4 一 (41,…, 4,)， 其 中 41,…, A, 为 线 

性 无 关 的 向 量 , 由 Gram-Schmidt 正 交 化 过 程 得 到 

B,=A, 

В, = ЛА, + Аз 


В, = A. A+ БА, „-1А„-1-+ А„ 
Dn PERHE $ 


B.(t)= t (Ari Aitte + Àk, r-14r-1) EAr 
(1—@) +£ lAr A, Heet Àr, &-14А®-1 F A, | , 


ni В(0) = (B: (0), е, B, (0)) =(A,, +,›А„)=А, B(1)= (В,(1), 


= В, `... В, + 一 
BG) (творат) 600и). 如果 4EGL(n, В)" = {Be 


СГ (п, R)|detB>0}, Е 0 (л, В(1)С0О(п)*. ШЖ 
СІ (п, 尽 ) :为 道路 连通 集 , 同 理 可 知 GL(n, R) -也 为 道路 连通 集 . 
而 由 0 值 定理 知 GL(2, 及 ) 不 连通 ,所 以 GL(n, Dia ЯЛЕ B$ 
连通 分 文 ， 也 恰 有 两 个 连通 分 支 . 

注 1 我 们 也 可 用 下 面 的 方法 证 明 GL* (п, 县 ) 是 连通 的 . 对 
于 任何 АЄСІ (n, R), BE aa tibi t, a; Hibs, A 20, 4,20 
为 它 的 所 有 的 特征 值 . 由 线性 代数 知识 , 存在 PEO(n), 使 得 
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则 有 СІ (x, 及) 中 的 遵 路 将 4 与 


| cos, 
| 一 
pp 
cos, 
—sinñ,t 
P 


|р-! 
—b; а; 
Аун 
д, 
sin 0, 
cos, 
соѕ0; віп; p- 
一 sin0 созд, ` 
isı 
4, 
віп 0,! 
cost 
cosĝ;t віп; a 
—sing,t cos0;t , 
1 
1 


B 又 与 P1,P- 一 六 在 GL+(2 尽 ) 中 相连 ， 这 就 证 明了 GL+(z, R) 


是 道路 连通 的 . 
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与 GL(n, R) 相 类 似 ,我们 定义 0 (п) = {(4,0) 14E0(n), aE 
R"). 50 (0) 01а, DEY L, Е Lie T BE, #6 


О (а) 为 运动 群 或 R" 的 同 尺 变换 群 ， 可 以 证 明 它 是 R" 中 保持 距 
离 或 保持 内 积 的 一 一 上 映射 的 全 体 . 

设 Е:О(п) x R"—>R", y=F(A, х) = Ах. 完全 类 似 GL (n, 
В), C°Lie 群 OMEN C 有 效 作用 于 С° 流 形 R", IB В" 在 O(n) 


下 不 是 可 递 的 , 因而 它 在 O(n) 下 不 是 齐 性 空间 .再 设 FOl) х 
R"—R', у= Е((А, а), 2) = (А, а): = Ar +a, 类似 于 GL(n, В), 
C°Lie HOMES С° 有 效 作用 在 С° BOE В" L, B Е"{Е O(n) 
下 是 可 递 的 , 从 而 它 在 O(n) 下 是 齐 性 空间 . 

例 9 设 了 :O(n) X 8"-1—>8"-1,Ё(А,х)=Ат. BE а) 


ДЕ C°Lie ШЕ O (n) С° 有 效 作用 在 n—1 ҖЕ С° #30 8" 上， 对 于 任 
何 z, YES, Я zs HE хОу У.т A Їй ЭБЛЕ е. = 2, 
ез, FÆ у = созӣ ге, -зіп0:е. 将 {ei et}j 扩 充 为 few，e， 使 
它 为 К" 中 的 规范 正 交 基 ， 于 是 , 当 ar> 时 , 令 

(cos 一 sinf 


sing cos0 


1 
则 ACO(n), Н 4x=y. 这 就 证 明了 8"- ZF O (rn) F E. nf Ж 
的 ， 从 而 5"!' 在 0(n) 下 是 齐 性 空间 ， 当 n=1 时 ，S"-!1 一 5? 一 
{—1,1),0(ш)=О(1)у={—1, 1). 如 果 取 4= 一 1, x 二 一 1，y 一 
1, 则 4z 王 纪 故 8 在 O(1) 下 也 是 齐 性 空间 . 
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62 纤维 从 和 向 量 从 
为 了 在 C0" 流 形 上 引进 切 从 、 张 量 从 和 外 形式 从 ， 我 们 先 介绍 
近代 数学 中 极其 重要 的 更 一 般 的 纤维 从 和 向 量 从 的 概念 . 
定义 1 570,1, -.-,оо, о}, E, MH F Z Cr В, G 为 Cr 
群 , 它 C 有效 作用 在 上 , z: E— М Cr 满 映 射 ， 且 是 局 部 平凡 
的 ， 也 就 是 存在 ML 的 开 和 覆盖 {Us|a€ 矿 } 和 相应 的 0" 同 胚 族 {#。| ms 
三 } ,使 得 对 每 个 ае Г, 图表 | 


ўа 
Elo ; (Uo) Uax Р 


т Tia 


Ua 


是 可 交换 的 ， BH m= Ria Pas 其 中 mia (z, а) = z. 显然 ， фа = Pale! 
п7'(12)) (z) ХЕС. Я U. U, G, MU pa I Pe 1 
еШ Cr А veya, Н.Е Ж 


pp o pa! 
QIU, x F ———U Us) xF 


` 


UaN Us 

是 可 交换 的 , 即 mia = ло фора". A b es (72, а) = (=, gaa( 7)a), 
这 里 g,.(z):F—F2) СТА (л U) s Pa) (т (0), фи) йу 
转换 映射 ga UNU SG A O БЕЙ. 则 称 五 元 组 £= (E, М, x, 
G, Р) Gr 纤维 从 , Е (Ф) RE, MAREE, л ДА ESM 
上 的 投影 , G 为 构造 群 (或 结构 群 ), 了 Rt, B= a Urh ax 
上 的 纤维 .有 时 简称 巨 为 纤维 从 . | 

从 上 定义 ,立即 可 知 g..(z)= ef#llg,,.(z)=g,(z)-g a (z). 事实 
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Е, Н (2, а) =14,, (2, а) = ф.о (х, а) = (=, 9..С)с) 1 
Jaa’ (z)a- a, GEF, 再 由 GC" 有 效 作用 于 可 б g..(z)== е. (0,9,2 
(х)а) = фора, а) = ф,°ў»!°%,°ф р! (2, а) =, (ж, фы(т)а) 
= (z, 9p E) Ipa EJOJ] J,a &®)а:=й„„(®)- 0,(®)а, а= Ja kT )а 
=g.(Z):g,(Z2)a=g,,(2):g, (Z): 9aa(Z)a ҸасЕ, 根据 СО" 有 效 
ЕЛЕР, B #,(®)+ф„(®у=е fl Jal E) 9E) Jea (z) =e. F 
ХЕ, 9,802) Ipa E) = g, (2): JaC) G CE) g  (z)= g,(z). 

定义 1 中 , (x-1(U。), Ws) 称 为 局 部 平凡 系 ，x-!'(U。) 称 为 局 部 
FAW, V 称 为 局 部 平凡 映射 如果 0, 0, 27, UNUS 
Z Wi pepa! 和 paotr! 为 0" 映射 MJ $k (= (UO, ү.) 和 
(x-1(Up), фр) ЖО" ШЖ ӨЗ. 28 —((z Ua), pa) l€ Г}, ж ШЕ 
O 流 形 的 定义 ， 它 唯一 确定 了 一 个 去 或 妃 的 最 大 局 部 平凡 系 族 
E={(a (U), p) | (U), р) 5 8'С” 相 容 }. 严格 来 说 , 我 们 指 的 
纤维 从 外 或 就 是 具有 最 大 局 部 平凡 系 族 8 的 ,而 8' 只 是 生成 的 
一 个 基 ， 如果 81 和 6; 都 是 基 , 则 8,= 8,<—> 81308; J: Or 相 容 
的 .因此 用 六 元 组 £= (E, М, x,G,F， 贞 定义 纤维 从 应 该 更 确切 
一 些 ，& 中 的 元 素 (x-'(D0)，) 称 为 从 图 卡 ( 从 图 片 ， 局 部 平凡 
系 ), 称 8 ҖАН. Иш 

Мп С 流 形 ,了 ат Cr 流 形 , ШЕ пт C" 

流 形 . 

定义 1 中 ,如 果 将 Cr 流 形 , С” 群 ,C" 有 效 作用 , Cr 满 映 射 ，Cr 
[Н], C" 瑞 射 分 别 改 为 拓扑 空间 , 拓扑 群 ,连续 有 效 作用 , 连续 满 映 
射 , 同 胚 , 连续 映射 , 则 称 或 如 为 拓扑 纤维 丛 . 

定义 2 在 定义 1 中 , 设 纤维 了 =R", 构造 群 G=GL(m, R) 
或 GL(m, 尺 ) 的 正则 CLie 子 群 五) 根据 $1 例 6,GL(m，R) 
左 方 C*( 或 HCO") 有效 作 用 在 R” 上. 如果 pata! (Ua) >U, x R" 
为 C" В, gpa: Ua U —>GL(m, В) Ж) C' 上 映射 ,而 Veler a UED 
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(х) x R” FA ga (z): R"->R" 都 为 线性 同 构 ， 则 称 C" 纤 维 从 . 
£= (E, M, z, GL(m, R), R”, 8} 为 秩 m 的 Cr 实 向 量 从 或 实 m 面 
А. ШЖ, z 点 处 的 纤维 吾 . 二 x'({7X}) 为 m 维 实 向 量 空间 . 24 m 
=1 时 , 称 Š 为 实 线 从 ， 实 向 量 从 简称 向 量 从 , бєйт MKI m и] 
量 空间 族 , 局 部 可 视 作 平 几 积 , 它们 是 通过 构造 群 GL(m，R) (或 
GL(m, В) ЛЕМІ C"Lie 子 群 召 ) 烙 起 来 的 (图 9). 


точ ш A 


TED N 


图 9 


例 1 12 (Р, М, т,6,Е, 8) 0) С" 纤维 从 ， 如 果 存 在 从 图 
+ (®, ф)Єё, ШК ë ЗАА. ЕН Ё:Ё=л-!(М)->И х ЕС" 
ШШ, #|„:Ё„= 17 (0) —> (z) x F 06 Н. | 
`* £= IE, 57,61 (т, R), В", 8) 0) Cr 向 量 从 ， 如 果 存 在 
ABIRE, ES, E ү:Ё=л!(М)-> М xR" 2 C III, Ф|: 
E,= т^\({ш})->{т} x R” 为 线性 同 构 , 则 称 为 平凡 向 量 从 . 
例 2 Möbius # E (将 长 方形 带 扭转 180° 并 粘 合 其 两 边 得 
到 的 商 拓扑 空间 , 图 10), 底 空间 为 8:， 投 影 ES 如 图 10 所 
Ят, 纤维 为 [一 1 1]. Д U =8S!— {p}, U:=8!— (рә), WMU, U2} 为 
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图 10 
S'HA L., MARDANA pite! (U, >U: x [—1,1], 
i=1,2. U, U, H N В 的 不 相交 的 开 集 六 mV: 组 或 ， 而 
HE 


Ppr? 
->(U NU) x [—1,1] 


(U, NU) x [—1, 1] 
使 得 (图 10) 
(х,а),хЄЁЎ,, 
(х, —а). 21, 
| l,z€V,, 
9x(2)=l_ осу, gx(z)€Z;. 
HEREZ == (+ 1, 一直 赋 以 离散 拓扑, 而 (十 1)a=a, {一 1)4= 一 a， 
显然 Z, 有 效 作用 在 [一 1, 1] E. TÆ, £= А, 5, zx, Z, [一 1,1]， 
ë) 为 纤维 从 利用 反 证 法 可 以 证 明 5 不 是 平凡 从. 假设 6 为 平 
FLM, WEMA (E, p), tE pE = -1(S1)->S1x[ 一 1, 1 为 同 
E. BEWARA 1, 它 是 连通 集 , 利用 平面 R° 上 的 Brouwer 的 
过 域 不 变性 定理 可 知 , (1)=51x {一 1}US!x {1}， 但 左边 为 连 
通 集 , 右边 为 非 连 通 集 ， 了 矛盾 . 
如 果 将 上 述 例子 中 的 纤维 改 为 (一 1,1)， 则 相应 的 开 Ma6bius 
带 召 仍 是 非 平 几 从， 否则 存在 从 图 卡 (B，y)， 使 :BB 一 x-1(S1) 
-—>8! х (—1,1) 37И, ВТЕ p: E—T = ((z!, z°)€ R| 
1< (27+ (22)2<4), EE bA 1, M| (TD СТ 为 一 条 Jor- 
dan 曲线 (S' 的 拓扑 象 )， 根据 平面 R? [的 Jordan 定理 , 此 Jor- 
dan 曲线 恰好 将 RR?-p(7) 分 成 两 个 连通 的 开 集 , 一 个 是 有 界 的 , Ж 
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ppr (а, а) =} 


为 (7 的 “内 部 ?; 9 — AS 25 JG НО, RAPO IR, T- 8 p (E 
一 六 =7 一 9 (1) Яа йу. Bh Ё—2 连通 ， 从 而 它 的 拓扑 象 
92( 有 一 已 连通 ,矛盾 (图 11). 
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我 们 将 [0, 17x В 的 两 边 {0} x А 和 {1} х Е! (0, а)ЖЕ 
(1, а) Э р ЕК) Möbius #r. Н, SHE 
СО, I RRA ОЗІ ТАЗ ИЛОН ЖЇН]. 令 0:0, 11-7020, 11) 
=! 为 从 [0, 1139025 (но A Ж, n(z)= [z], 000) = 001) = 
[0]=[11]((@] ож й % 价 类 ). л: EnC, 1) 2:68", 


п ([(z, а) 1) = [z] | 22 56, э й= тп, 1)),з= т], +) 


par UU ХВ, р, ([(z,a)])=([z],a), 
Yz: n (Us) >U, х R', 


m" 
(та), zS 0.) 
ho) 1 

| (J,a), (4.1). 


+E, заел п. = (0, 2:)) Ут (55 1) = Оре B, 有 


. 65 > 


({],а), [z)jex((o,+)) =Y 


(222, —a), [z)en((2+1))=YV> 

1,[2]ЄЁ,, 
ља ne 
ШЕЕ (8,67, я,6101, R), R’, 8) 5 10 O° 实 线 从 ， 同 上 
述 纤维 为 (一 1，1) 的 证 明 ， 宕 也 不 是 平凡 向 量 从 ， 此 情况 简 证 如 
下 : 假设 二 为 平凡 向 量 从 ， 则 存在 同 胚 9: E> R', |. B,= 
aa} > (2) x R АНЕТА, ЖЕ РП) =S x {0}, Җир! ҖЕ 
的 中 心绪 ， 因 为 一 ! 连通 , ВЕСЬ РСЕ 0) 87 (Н! 
一 {0)) 也 连通 , 这 与 S: x {R' 一 {0}} 不 连通 相 巴 盾 (图 12). 


нет) 


ga ([z])€eGL(1, R). 


Со, ауф 1 


20] = 


:图 12 


例 3 5= {58", (R), x, Zz, Zo, 8) 0) С° 纤维 从 ,其 中 x: S" 
-»Р"(В), л(2) = Ге) СВ — s 1 例 4》 而 局 部 平凡 化 叙述 如 
下 : 令 0, = ([z]J€P"(R)|z! 3: 015, 

mg (U,) >U,x Ж», ={1, яв, 
(Га], 1), «ЄЛ, 
= у —1),:Є0;, 
* 66 з 


FE, yp [e], 4) =4-5впа, х, 2€Z,, Jm]; (l, 4)= 
yp; (A-Sgnz,:z)= ([21, 4: 5802; Sgor), gj (х1) =Sgnz;-Sgnz;, 
Ba: U NU; >Z 视 作 С° 类 的 . 

例 4 = (5°, РАС), л,5!, 5', 8) 3) С" 纤维 从 . 其 中 


n+l 


Sti = {z= (д7, 566 z DEO |$] 27.207 1) (BJ — P 
і=1 


51815). 局 部 平凡 化 叙述 如 下 ; iz 

л; Srt Pr (G), a (z'es z) = EG, s z"+1)], Vj;= 
{(2', Z дт) ES |270), И =л(0;). Z 

gp; j: V ,=x(U;)) —C", 


z! 9} zn+1 
g; (L (z', °"... z"+1)]) = (s с, 22° ©, =) 


z? 
= GES, ©, jE .., 15"), 
Фу: V x 5 >а (УЭ =U;, 


лыу, 
(Ge A A 
= pi (LE, 8871.1. 851. 06770), 4) | 
( ;6 jE 
Л. "Йез, гер JES е 


+ 21 Ута) 
ГЕЗ. М йе]. | | * 
显然 ,03 为 C АИ, 且 把 纤维 映 成 纤维 ， 故 为 局 部 平凡 化 、 对 
IS ЖШ j<, 有 соз 
псов 3527), 1, att ee, Ert], 4) 


GE! 5 ‚7, 1, 15771,5, 9) 


üu “(л> >, Ет 
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1 — bl a £1 53-1 ЗЕ 
(人 £ E 1 É 


ИЗА М Ека, ET 。 , 1° E з» 


ga б) 


-([(& ... po a ыз, мы жы ы 
JE? 5 Ё! › ИЗИ ë 3 E s 1» E 和 $ F ” 


故 g ([( š, ”9 577, 1, 352%, ... ж = тев! (5! 左 方 


C° 作用 在 5! Е, ЕНЕ). ША, фк: VNV oS AHC ”类 的 
(注意 , HH 1 £! | 的 出 现 , CTE C 类 的 ! ). 

定义 3 设 £={B, 了 ,xz,G, 了 8} 为 C"( 或 拓扑 ) 纤维 从 ， 如 
果 对 0< £<r 存在 C( 或 连续 ) 肌 射 о о: М->Ё, #о(хуєЁ.„, хЄМ, 
Hl ло —14,, Мо 28 б СС) їй. 记 C 截面 
Юр с" С" (多 或 C (B). 

容易 证 明 о: M—o (M)29 С" EJES GE EJE). 

in £= (E, М, л, GL (т, R), R", &} 3) ту С” 向 量 丛 ， 
则 它 有 一 个 特殊 的 0 Ж оо: M > E, со(т) = 0.6Е.. FÆ, оо М 
>o (M)= {0„|тЄ M, 0, 为 Е, 中 的 零 向 量 } 为 Cr Е. 由 此 我 
们 将 对 和 0 截面 的 象 视 作 相同 (图 13). 运用 数 学 分 析 中 的 0 值 定 
理 和 反 证 法 ， 容 易 证 明 例 2 中 的 1 # FJ Et JA Möbius H E EAE 


0 截面 的 象 
具有 两 个 0 点 
的 截面 的 象 
| of F | 
A 
图 13 
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处 非 0 的 C 截面 . 
ШС" (Е) = С"(Е) = {0 |o; 1 一 有 为 Ce 截 面 ]， 对 o, пСС"(Е), 

4E 了 ,我 们 定义 加 落 和 数 乘 如 下 : 

(0+ n)(z)=o(z)+ n(z), 

(Ao)Xz)=A4-co(z), z€ М. 
容易 验证 C*( 妈 在 上 述 加 法 和 数 乘 下 形成 一 个 民 上 的 向 量 空间 ， 
эд Ж т;>1, EE (U, ф), (z!) JM J ataban, (Ë ace), 
(z-1(U),0)3J E BJ АВ-К, f 为 第 一 章 S 3 引 理 1 中 所 述 ， 令 2#= 
а", nÍ ш, е, шу 使 


:1 Ul цё... иі 
= Поа) 0, 
2 t 52 
1 Шы Uii Шр 


В (027) о ф(р) yp e)l = 0,1,2, --- «АЖИ FE „ЖЖ С* 
截面 ) 是 线性 无 关 的 , 故 上 述 向 最 空间 是 无 限 维 的 . 

除 上 述 加 法 外 ,对 ACM, R), c, nE), REE: 
(2o)Xz)= (z)-o(2z),2C М, р СЕ) Ў) B (нра KREE 
的 一 个 模 ( 图 14). 


olx у+(х) 
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К» МЕРЯ УЕ Ec A Z [Н] АЕ, АЕН ТИ, М-М 
射 ( 丛 同 态 ), -从 映射 覆盖 ， 开 -从 等 价 ( 丛 同 构 ) 竺 概念，， 

定义 4 їйё={Е,М,л,С(т,В), R"), E = (Е, М, л, 
Сі (т', В), В") 2 С" аА, f: M— M', Е-Е) С' 映射 , 且 
f5] |1: Er >E; (zw) 为 线性 映射， ДКС, Р: яс мам. 
Ши, 82 


E f F’ 
| |м 
М і =M’ 


是 可 交换 的 ， 即 x'of = јол, WẸ }„:Ё„—> ЕЁ, (wj 为 同 构 ( 因 而 m = 
9 )， 则 称 了 C" 从 映射 覆盖 f. dR J C" 从 映射 覆盖 Cr AE f: 
对 一 末 "我们 可 以 定义 Е-Е. AA АСЕЛ Н А Ат! 
(ACGL(m, R))8;O° 性 , 我 们 容易 看 到 J-! 是 07 类 的 ， 于 是 六 107 
从 映射 覆盖 广 

(Ў, PESE 为 C7 从 上 映射 ,如 果 存 在 О” Abh (0, #):&'—> 
£ Eko f=ld,, Pog=1d;;, g°f=ld,, fg 一 Idu， ДЕК СУ, f): 
ё—>$' A САЗ. ШН, m= m HEAK 


` 


==" 
g 
w 
“g 
是 可 交换 的 , 即 лој for, л°й=фол', F '=%8 f'=g. TJE, 
R: E— E' 和 РММ 为 cr EHE, ј.:Е.>Е! co ХВЕ |F] 3, 
设 ë 和 8' 分 别 为 C" [| E fn ВАВ, U, C M 为 开 
Ж, paia (U,)—>U, x В" ж С" БЖ, ДУ Са, a) EUa Г\Ш») х 
RIGE (a Ua), Pa) EB), pe op Са (а, а) = (т, Jsa (7)a) 关 于 
э 70 * 


(z, а) ж C" Ж, В 96. (х) = 9а (х) 1 = (gpa (z)e,, +, 
Ioa (z)e,) ЕС"), Нов. Ua ПО СІ (т, Ё) ACr3⁄ H, 
这 就 证 明了 (rz (0), ро), JA etA НГ ВЕЙ (т.007, ), 
%e)， 由 此 得 到 8 ={(zr U), PoF DICU), p). 
如 果 М=М', f=ld,,f:E-—B' Ж) С" Bf, Н }„:Ё„—>Е, 为 
线性 映射 ， 则 称 (J,Idw) 或 了 为 M- Cr A BR 9 së С” А. Ш 
周 ， 交 换 图 表 为 图 (1) 即 л'°ў=л,. WCF, Idu) >E 3 М-С" M 


Е fp Е ===, 
МА 

а) (2) | 
ERIH, 如果 存在 М-С" УШЕЙ (0,14); 5'->E 使 得 9of 一 1ds, feg = 
Ids'， 则 称 了 或 (J,Idy) 为 MM-CG" 从 等 价 或 C" 从 同 构 ， 此 时 ， 
了 二 7!, 且 交换 图 表 为 图 (2), 即 л'°]ў=лҢ лоў=л', 此外， 如 果 
J C" 从 映射 覆盖 Idu MBI F A O" 丛 同 构 . 

例 1 rh, £ 28 O" 平凡 向 量 从 < 所 > 存在 Cr АА БЕМ x 
R"( 留 作 习 题 ). 

为 考虑 一 个 向 量 丛 被 包含 在 另 一 个 向 量 丛 内 。 我 们 定义 丛 的 
限制 和 子 从 的 概念 ， 然 后 ,证 明 从 同 态 的 秩 定 理 , 由 此 得 到 两 类 子 
从 的 例子 . 

定义 5 设 £={8, ,zx,GL(m,R),R"} 为 0 向 量 从 (或 拓扑 
向 量 从 ), МС М Жуль 维 C"“ 正 则 ? 子 流 形 , 即 对 任何 p€ Mo, ТЕЛЕ р 
在 М 中 的 局 部 坐标 系 (0, p), (ИМ NU = (960 |z: (q) = 0, 
ло+1<}<з} (RTEA, W ém = (Ey =m (M), Му, 
л|л^!(М›),С1,(т, R), R"} 为 Mo 上 秩 m 的 0 向 量 从 (或 拓扑 
向 量 从 ), IA E TE M。 上 的 限制 , 记 作 Eu, s E| u, (图 15). 


. 7] е 


图 15 


定义 6 = (8, М, л,СІ (т, В), В") т С" 向 量 


A REFRE), СЕ 为 子 集 ， 使 对 任何 РЄ М, FEARR 
Ca (U), yE 8 PEU, Н у(х (U) ПЕ) =U х RECU x К", Wi 
(т 0) ПЕ', pli annA = (Е', M, л|ь, GL( К), R*) 
WARR. TÆ, BHEE AP k f RRA, PEA ERE A 
Еу k 的 C' 子 向 量 从 (或 拓扑 子 向 量 从 ) (图 16). | 


定理 1 (АШ ДИЮ ДЕШЕ £= (Е, М, п, С1.(т,Е),К") 


Mn = {Е', М, л’, GL(m', R), В") A С" [п] ЖАА, (],14):4->т 
,为 rankJs 一 2( 常 值 ) 的 0" 丛 同 态 ， 则 对 任何 z€ М, 存在 x 的 关于 

ERMA -ER U), p MEF n HARRA), yw') 使 得 对 每 

Ф uEU 有 (ofop ulo, ++, э”) = (ot, e 65 0,8,0), 


E |, z -E |y 


Ý p’ 


„т 1 ` 
UXR" LEAL Р? UxR” | 
(u, (w, +, 0™)) — (u, (v'e, 0, ..,0)). 


证 明 ”不 失 一 般 性 , 对 丛 同 态 JU x Re=—U x В", (u, v) — 
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(u, Fao) WENER. ке „= (Fl, e FE) R” >R" ЖЖ 
的 线性 映射 , 它 由 C0C" 依赖 于 4 的 矩阵 所 描述 ， 在 经 过 及 ”和 R” 
中 众 标 的 适当 置换 后 ,我们 可 以 设 和 矩阵 f, 的 开始 下 行 和 天 列 的 子 
和 矩阵 是 非 异 的 .于 是 ,从 同 态 
0:0х В">0 х В", pao) = (F10), erfi (о), о, om) 为 
纤维 w=z 上 的 同 构 , 因此 不 失 一 般 性 ,在 每 个 纤维 上 为 同 构 (名 的 
行列 式 在 4 二 + 不 为 0， 则 它 在 x 的 附近 不 为 0)， 利用 这 丛 同 态 
作 U x R" 的 新 从 图 卡 , 我 们 得 到 
| (ўор) (0) = (07, ,gE *1(ю), +++, (®)). 
Н Б, Be rtt, m 仅 依 赖 于 v'e vt, MIERE RR 
% | 


我 们 也 可 写作 
(ўер 7) (о) = (в, 66,0, д (об, eot), (ш, +, 
0")). 59—018, ЗИНАИ CG (U), PER pU х В" 
Ux R”, y, (ш) = (и, «ш, ш gh (и, ++, шв) e, w — 
ge Сш", +, шк) ), ПЕС офор 1) Со) = (®!,++,®5*,0,++,0), H 
015 1#]:Ё—>Е' З тапк, =8 у С” MA |н] Ж, ДН 
1 和 定义 6 立即 得 到 


Kernelf = U Kernelf, 


ЕНК m— k йу С", Ill 
Image] = | J Imagef, 


TEM 
J E @ ҖЕ БЫ С" TMA, Ж Кегпе1}„={аЄл^!(а) f} f(a) =0) 
è 73 ë 


Ж F, 198, Imagef, = {}„(а)|а©л-!(х)} Ж], WR, 
例 6 В &&={Ё,М,л,,С1.(т,,®),Е"», &;},#=1,2ҖС" 
HEA. $ 


EDE, = UJ EDE DAEM 


>C M 
投影 л:Е, QE, M, z (a,@b,) = z; 
&@'=((mw"! (U, NU), pp) | Cr (Ui), p:i) E6 i =1, 2}, 
(PDP) =P DP E DE — (z) x К" xR”, 
(pi (Ds) (a Dba) = (z, ф.„(а„)©@ф»ь($„)). 
对 任何 (zi? (Uia), Фа), (Xi (Uig), Фа) EBi, i—=1,2 有 
CPi Dpr) (PiPPa) (2, ab) 
= (Pia Pia ) DCP Pa) (z, аЬ) 


А 18& 0 
= (=, gia | (z)aCDg2a (z)b) -(5 И | сой ; )) 
Ва 


(900) >) ЄН = е Р] aeGL от, В), 4=1,2 l 
0 gus (z) 0 Az) j 

CGL(m +m: R), Ж "НСІ (т, +m, R) HAC Lie F RE. 

显然 8 唯一 确定 了 一 个 最 大 丛 图 册 ë, 而 拓扑 基 +7+*= 
da HU, П) PRRI (е: U), фо) Eb: 1,2) я Т EOE: 
上 的 一 个 拓扑 ， 易 N tE EOE, 为 Or 流 形 ， 我 们 称 =, D£, = 
{EDE M, n, GL(m +m, R), И”, Ерс HEA £ Ji 
上 的 Whitney 和 . 注意, AIEA H RE GL (m, +m, R) 得 到 相 
应 的 Cr 向 量 丛 . 

例 7 1$&$={Е,М,л,С1.(т,Е), К", 6) 3) C IEA. $ 


Е* = U Fr, 其 中 E= (0|0:FE,— R жЕ) Ж) E, 的 对 


TEM 


偶 空 间 ; 投影 rti E*—>M, {E лее, СМ; 
в 74 . 


&*' = {((л*'(Ш), р) | (aU), 9.968), 
其 中 ли) 0 U, х (Rm)*=U,x R” 定义 如 下 ; 


(z) x В" РЕ US Yx В" 


. 2] гж = 
(z)x свт Ba |z _ Eš ДЕ 


[z xC Rm 
J: R 
(z) xR" [rx R” - 


ЗН, (æ, Б) = „| „оф! | а) = (E, др (2)а), 根据 线性 映射 gen(z) 
їз 36 9089 PERRA # Сх) + 的 定义 ооа Сх) СБ) (a) =b* (Jaa (а) а 
到 g. (z)*—g,.(z)' (g, Са) ЕШ). Ж, 
(а, Gy) = р.р, |С, 9) = Ср ор 1) 0,69) 
= (ш, gs | (z) *6*) = (z, ga | (z)'b*), 
或 (z,b*)= (z, (gs. (z) ) la*), 
ЖР (g. (0) 7) EGL (т, R). i 8* 为 由 8*' 唯一 确定 的 К* 的 从 
图 册 , 则 称 


&$*={Е*,М,л*,С1.(т,Н),Н”,&*) 
为 所 的 Cr" 对 偶 从 ( 易 见 (ga(2) :关于 是 Cr 类 的 ). 

例 8 = (Е, Л, т, СІ (т, В), В", 8) 为 Cr 向量 从 (或 
拓扑 向 量 从 )， 耻 为 C" 流 形 ( 或 拓扑 空间 )，f:M>N 为 Cr 映射 
(或 连续 映射 )， 令 

РЕ ={(х,е)Є M x F|fGz)=x(e)) CM xF, 
BE л": ЕМ, w*(z,e) 二 z， 于 是 ，(#*)-!1(z) ={(т,е)|еЄ 
FEA x-!'(f(z)) 上 的 向 量 构造 作为 它 的 向 量 构造 。 设 
8*'=(((z*y F Ua) ), Pa) | (07! (U), 9.968), 
其 中 ФТ СРР) (а) Вр зс Fro (РС) x RAE. 
易 见 gas Са) а= 9р (Са) )а, К #ь(ж) =g,.(f (a))€GL(m, В), : 
Н. й 9С) ПРО) 61. (т, В) 为 Cr 映射 ， 此 外 ， 
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ЕЕ M xF 的 子 集 , 其 拓扑 或 流 形 构 造 是 明显 的 ， 自 然 ,8* 
唯一 确定 了 一 个 f+ 的 从 图 册 8*, 我 们 称 
f*£=(f*F,M,x=x*,GL(m,R), R", 8*} 
为 由 了 得 到 的 的 诱导 从 . 
定义 了 :f+P->F, 了 (z,e) =e, 不 难看 出 ,了 从 映射 禾 盖 f. 
M xF57"F; ar 


Xr, e) | Fame)= e 
* 


ERa 


x 


м — >y 
х*(х,еу=х Дет*‹х è) 


=fG)=m fz e) 


诱导 从 具有 以 下 重要 性 质 : 

定理 2 (诱导 从 的 万 有 性 质 ) Е, M, л), {Р,М,л}) 
ССА, JMN 为 0"( 或 连续 ) 映 射 , {S*F, M, n*} 
为 由 f 得 到 的 {了 ,入 ,z} 的 诱导 从 ， 由 例 8，J:f*F>F 从 映射 Яй 
ж },(ф,Э:{Ё,М,хл'}—>{Е, №, х} 5) CORED АНЫН. MF 
在 C"( 或 连续 ) ARE (h, Idu): (Е, М, л'}->{]*Е, M, =*y EQ == 


Г, 


证 明 fa _oca oo 
f*FCM xF B. foñ) =] w), pw) =p), Је @. Ж 
为 了 定义 向 量 从 的 定向 ， 我 们 先 回忆 一 下 m 维 Euclid 空间 
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В" уде], 设 {e:1i=1,…,m} 和 {8;1i==1,…,2m) 为 R" 中 的 


W AE, H. 
e, {су `° Cim\ [ет 
: s : Е , 
Ëm -\©з1*** Ст Em 


如 果 det (ciz) >0, 则 称 基 {ё; | i =1, °... m; 和 {е; | i= 1, °... т} 
同 向 的 ; 如 果 det(e,)<0, ШКЕ (2,121, os m) (eli= 


1,…,m} 是 反 向 的 .因此 , R” 恰 有 两 个 定向 。 有 了 时 ,用 Cet en] 
表示 由 有 序 基 (el, ea) 所 对 应 的 定向 ， 如 果 det(ej)>20, H| 


[Ess ttr Em] = [er esj; 如 果 det(e;;) <0, 则 LEs tts Bm] = 


一 Lel,…, emj. 为 方便 ,约定 R= {0} 也 恰 有 两 个 定向 {十 1, —1). 
通过 对 每 个 纤维 的 定向 给 出 向 量 从 的 定向 ， 并 且 期 望 沿 底 空 
间 的 任 一 道路 ， 使 得 定向 不 致 突然 “跳跃 ”"， 下 面 介绍 向 量 从 的 定 
向 的 概念 . 
定义 7 = (Е, М, х, сіт, R), Е", ë) ZC" (或 拓扑 ) 向 
EA, O= {о„|«Є М}, JEP o, 为 纤 Е E, 的 一 个 定向. 如 果 存 在 
ё C ë, EHU OQ), 0) ё} M, НЕ 260, Fiya: 


Е-Е" З E, БЛ о Та 0), а (0) 134829 В" 的 固定 
的 定 同 [е,,. `. seml; НП #„(о„) = = Гар Са. (2 (а, (2)), ө, Pr (а (2)) ]= 


Гел, pen], ЯК O= {0z|z€M) 为 8 或 的 一 个 定向 显然， 存 
在 一 个 满足 上 述 条 件 的 最 大 子 从 图 册 8!, 使 6 C8C8. ж ё, 
中 的 元 素 为 与 定 癌 一致 的 从 图 卡 . 

Жа 有 定向 , 则 称 它 为 可 定向 的 ， 如 果 5 不 存在 定向 , 则 称 
它 为 不 可 定向 的 . 

关于 5 的 可 定向 和 不 可 定向 有 以 下 定理 ; 
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定理 3 ik £= (E, М, п, GL(m, R), К", ëy2y C" (ma y 
[п] B: ЛА, 则 E 

ё Е РАА 6 C ë, кн a (UO, Pa у, 
(Ca (Usp), ро) ё: ,UN Us 27, 有 

detga | (х) >20, хЄ0, 0, 

В (010770), р) сё} 5 M. | 

证 明 (=>) 0 = {0| EM} H & ЙЕ, ET, U|. 
(z (U), pEb EEM, НЕЕ Ст Ua), р), (7 (Us), Pe) 


АИД ——— Hole Фа: 
- €E, HR"”— — R" 和 [ei,* "° s €m] > o, — [eist ёп] 


可 ЖЫ, ША >0, LEUN U;. 
(==) 如 果 存 在 8! C8 满足 右边 条 件 , 对 任何 (т (UO), 
Pa)» (z (U ,), PEE, rEU, ПО ,, 由 detg ga (z) 220 得 到 pa |z. 


(Те,, е, e, 2) 一 РЫ 1.(Гез, ©, eml)» 则 明显 地 ， 


@={о„={ф'|„([е, з Ten) гєм, EEU, OC, 
使 zEU a) 
为 5 的 一 个 定向 . + 

定理 4 设 1 为 连通 的 О” О СВЕЛА АРЕН), &= (E; 
M, z, GL(m, R), R”, 8) 3) C (Ей TF) In] Sr М. 如 果 所 可 定向 ， 
则 它 恰 有 两 个 定向 . | 

证 明 1#@©={о„|ає м} £ ñj S A l, 6, 为 定义 7 中 所 
Ж, 027 ={—о„|тЄ М} Ж £ 0 іы, ЖУР 6, 的 子 从 图 册 
为 er ={( (U), pae) | C'U), p)E8)s 其 中 prU x В" 
U x R”, pelz, (a', +1, a™)) = (z, (а, 11, a™ 1p —am), TE, 
上 少 有 两 个 定向 ， 下 面 证 明 & 至 多 有 两 个 定向 , 即 者 u= (uz |26) 
у= {vz1zE 肛 } 为 的 任意 两 个 定向 ; 则 必 有 4=? K u= >, 

T S= {хЄМ|и.=>,.), 对 任意 268, 取 含 7 的 从 图 卡 
s Z€ ° 


Ca (Un), %.)<8; Ж (лх!(О„),ф „)Є&,(&, #1 8, ЭЯ и ЯП» 


detg a (z) 2>0, 
由 连续 性 , 存在 z ЭЕ СО, ПО, 使 得 
detg pa (0) 220, «Є, 


易 见 дау, UCU, к UCS, ЦІ МНТ. 

由 于 М— 8 = {ЄМ | иу.) = (z€ М |ш„=—>„} 和 2 也 是 
£ 的 一 个 定向 ,再 根据 S 为 开 集 的 结论 , М — S 也 为 性 的 开 集 ， 从 
М S= ZR M S. E S= 名, 则 有 4 一 vy FSM, BH 
有 u= v. + 

定理 5 00 {0.1«ЄМ) р С" (ўы) [НАА š = (E, М, 
л,Сі (т, К), R”, ё) ЛЕ. | 

(1) 如 果 C'U), у)<86, ОЮМ, 
0-![,(Ге;,-",е„]) =o, p ZJ U 中 国定 点 ， 则 对 任意 EU, 
ф-:1.Се:,-"*,е„]) =o,,Bil(z-! (U), р) сё, 为 与 加 一 致 的 从 图 卡 . 

(2) RU a), Pa) (IUa), PEE, Ua U, у М В 
连通 开 集 , MEA detg (2) 20, 260, ПО, REA detg,.(z)<0, 
LEU Г». ` 


证 明 (ODRA, и = (и. = p lallen еа]) 1xEV) 为 向 量 从 
л) р У ТА, РА ЕЕ RE E, и = (0,1260) =@ |, 
RO |u. 又 因 ир=ор, ж н=@|ь._ 

(2) RA UaU, 为 用 中 的 连通 开 集 ， 根 据 (1)， 从 图 卡 
(aU), у), (z "1 (U,), Wp) 为 定向 从 图 卡 或 反 向 从 图 卡 ， TE, 
IHES zCU, U, 有 


* 79 œ 


>0, (U), bg 和 (ro ра) 同 为 定向 或 同 
为 反 向 从 图 卡 ， 
<0,(z-!(U,.), Pa) FACET (U s Wg) 一 为 定 问 男 一 -为 
RAAE. 
定义 8 ik é= (Е, М, n, GL(m, R), R”, 6} С" (或 拓扑 ) 向 
EM, о: [0, 11-2 М — Ж (СК) 8, и = {и.а EEEO, 1J}, Ж. 
中 р.а 为 纤维 Е.а 中 的 一 个 定向 ， 如 果 对 任何 ioE[0, 1]， 存 在 . 
e>0 #I(z-'(U),0)C€C8, E alle, tote) ПГО, 1]) СО, B. 


Ш.с =P E logo Се, ++, es], ШЖ u Эй о 的 连续 定向 ， 
定理 6 ité- (Е, М, л, GL(m, R), В", 8} 为 Cr( 或 局 部 道 
路 连通 的 拓扑 ) 向 量 从 ， 则 
(1) E RYTER (2) 存在 (rz (U,), p:)E6, U; 道路 连通 ， 
4—1, +, Ейр, ПО, рЄ0: NUn ї=1,‚ +з, k—1, WE 
detg,. (p) 220 m detgi k (рь) <0; (3) Æ Е ій о: [0,11 
>M, 0(0) 二 oa(1) 和 沿 o 的 连续 定 同 4 二 {kwcw1tE[0, 11}, В 
ko 三 一 pr; ӨС) FEAP, ЄМ 和 从 p 到 q 的 两 条 道路 
[0, 1]> М 以 及 沿 о, 的 连续 定向 в = (исо ECO 11), 
1 一 1，2， 使 得 uu = Hio o W200 = Нару Hig ^^ Biot = ~ Изо) 


detg,. (z) 


= — Haq. 

证 明 (1)=(2) 设 5 不 可 定向 ,因为 C" 流 形 M 是 局 部 道 
路 连通 的 ,故道 路 连通 分 支 是 M 的 开 集 ,从 而 至 少 有 M 的 一 个 道 
路 连通 分 支 U0, 使 得 x "(VV) 是 不 可 定向 的 ， 不 失 一 般 性 , 设 以 是 道 
路 连通 的 . 固定 РСМ, IHE CM, FEER p 和 x 的 道路 ора 
[0, 二 一 W. 因 coz([0 1])CC 放 为 紧 致 集 和 MM 为 局 部 道路 连通 , 故 
存在 从 图 卡 (xw (UF, pE, i =1, =, (к), WER ОСМ 为 道路 


k (ту 


连通 , 且 oaz([0 1])C U UF, PEU, ZEUE ш. 此 外 , H pë Copet 


i=l 
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(LO, IDNAUEFNUF a, i=l, 一] 满足 де1ф з (р?) 
>0&@| ={(x (Ur), #Єё |тЄМ, i=l, °... k(z)). 从 
bir) 


U Шог =M 以 及 & RTEA, 必 有 a b€ M, tE det: 02:2 (с) 


一 0， 其 中 eU U, 97 МЕ (тогу?) (лт '(U5), 
УЗАР, Ап 2026 дегу (р) 220, Ст ! (UP), yF) +, 
(т^! (U), 043), (m 0071), р), s. Ст СО), р), рол, 5, ре, 
P,P pi. Ü € 满足 (2). 

(2)>6) 设 (2) 成 立 , 由 于 U, 道路 连通 ， 故 存在 M 中 的 一 
条 道路 о: [0,1]=[4,4ь.1]->.М, E o) Spil, +, Е, 
o Ctesi) =p, SLL <l t = 1, B. ollt 1С 
U, i=l, =, k—1, o (Ltrs t. IJ) CU, XE ед,  (2,)>0 1] 
.detgi, (Pr) <0, $ 


— ` 
Pr! loco (Тее J), EE ti] i =1,++,Ё—1, 
— 
pi! [С Гез, °**, еһ]), te[to trle 
显然 ， H= {le | іЄ[2,, feai] = [0, 1]) 为 沿 т 的 连续 定 同 ， Ни, 
— — 
= у = #1! [oa (Leits Em] ) = Фу |с) C Ген tts enD) = 
Ша) = Мә). 
(3) 二 (4) 如 果 (3) 成 立 , 则 存在 闭 道路 с: [0,1]->.М, о(0) 
=0(1) До PEREI u= {исо 12610, 1]}, и.о = oar 
令 道 路 


И.с) T 


a: [0,1] > M,i=1,2 


ж o) =0o( B46) 2600, 1], 020) = (1-7) (Є[0,1], ЖШ 


010) =о (0) =о(1)=оз(0), о(1)= о-у )=оз(1), #4 


° 8] ° 


Hiao TH, үа,» Hza TTH, луу 


则 a = {Hi со ECCO 1]} 为 沿 0; 的 连续 定 同 ， i 二 1,2， 使 得 


Hiao = Ш (0) = И.р) T Изо (о) Шуст) =н. (1) = — Uzo)” 


(4)==(1) (БШ) ВЕ ETEK, 2 = {0z|zEM} 为 其 定向 .对 
任何 p, ЧЄ ИЗИ p,q 的 任 两 道路 ou C0, 1]>M, йт at 的 连续 定 
向 上 = {Hiato |2Є[0, 1]),2=1, 2, B. Hie (0) == 2,60). 不 失 -- 般 性 ， 
设 шо = Ноо 0,00 0р. ШАХ 8, 8. 4 5 = Eo 111: 
Шо = 0s cH} 和 [0,1]—S= {E00,1 р. со%0, о} = {teEL0,1]| 
Шао = —0, 0) RARR, WO, IEAM OES, w 5 = [0, 
1], MI Kioo 0,0: ЕЯ, Hato = босу, 所 以 шас = 0, a = 
020,40) = Из). MODRA, FJA. + 

作为 习题 读者 证 明 (4) 之 (3)，(2) 一 (1) 竺 . 

从 定理 6 立即 得 到 8 可 定向 的 充 肥 条件 ， 

定理 7 1йЕ={Ё,М,л,О!.(т,),Е”, 8} 为 C"( 或 局 部 道 ` 
БЕ ЖШ НЫП ТГ) Т] ЖАА. WH) 

(1) TÆR; | 
(2) 对 于 于 中 任何 闭 道路 о: [0,1]— M, с(0О)=ою(1)ййй о 的 
连续 定向 u= {uco lt EL, 1h BE и.о =н. SG) 对 于 任 
何 р,9СМ 和 连 p, q 的 两 条 道路 oz: [0, 1]-> МДК O, 的 连续 定 
jl B = (шо EELO, 1]}, +—1, 2, RH. Histo) 一 2,00)» 则 必 有 
Шла = Hol). 

19 0129, Möbius ## E WHPR 1 HK [B] B: M £ = (E, 
6", л, GL(1, R)R'), 沿 中 心 线 相应 的 闭 道路 o: [0, 1]—>Ё!, 0 (0) 
二 o(1) 的 连续 定向 u= (u, 1tEL0,1j}, 必 有 Ww 二 一 Low， 故 
1, [zj EV,, 
1, [zlEV,, ` 


或 不 可 定向 ， 或 如 例 2 БЕ, 由 ты (Ге1) =) 
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定理 6(2) "|, ЖЕЛ АЕ IB] НЧ). 


53 tJ 从 


为 建立 入 维 О” RECM, DE п 0° REM 2.) ËJ 
СВ f: Mi 一 Ms TE РЄ M, 的 微分 或 Jacobi 上 映射， 必须 将 С" 
流 形 М, 和 М» ТЕ p A Ср) ЄМ, 处 线性 化 , 即 在 相应 点 处 引 
进 切 空 间 的 概念 ， 它 是 Euclid 空间 中 光滑 曲线 或 曲面 在 其 每 个 
点 处 的 切线 或 切 平面 的 推广 .为 便于 将 R” 中 切 向 量 推广 到 С" 
流 形 上 去 , 我 们 来 研究 方向 导数 的 性 质 ,并 用 “映射 "或 “ 算 子 ”的 观 
点 定义 切 向 量 , 这 种 观点 就 是 近代 数学 观点 ,或 称 为 不 变 观 点 . 

WU, 0 В" р, У: 7 р с! жй, O! 曲线 
a(t), 2(0) = р, 2 (0) = X>, M F Æ рін X, 的 方向 导数 为 


аа) әј сууйа" 
х. 5009090) 


(ано), 


a, EO] =o. 容易 看 出 , {Xpf| 天 Vs>R' 为 


С) А ТХ, ERE, {Xor j=1, e, п} 完全 确定 了 
Xp. Ш, X; 具有 性 质 ; 

(1) ERES p H F RUCUNU, E flo=glo БС, 
U,)>— (g, U,)), Ш X,f= X,g; 

(2) X,(J/-g) =X,f--X,g,— Ur =U,DU;; 

X,(2P) = 42: X, f, лЄК,0,;=0;; 

(3) X (fD =g(2)X,f+ f p) Хьф, U, ,=U, Us. 

定义 1 ШОМ, 2) n С" ӘМ, ССр) = (С, U) 1060, 
СМ,0, HMHF E, fiU >R 5) О” 函数 }. Я Хь: ССр) 
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>R, рў, НЕ СР, U), (9U) EC" (p), AER 满足 : 

(1) E UD~, U), W| Xp f= Хд; 

(2) X,(frg)= X ,f + Xog, Ura =U NUn; 

XAS) = x, f, Uu = Up (анн 

(3) X (fD =9PX fX, Un=U NU; АЕ 

Xz 为 了 点 处 的 一 个 切 向 量 . 
TEM TM= {Xp|Xp 为 p 点 处 的 切 向 量 }. НХ, Ху), 

XET M, ACR, Te f] T, H 中 定义 

加 法 (Xip X,,)f= X, f + Xf, 

Ж (AX)f=4X;f- 
易 见 Xi tX AXT, M, HTM 关于 上 述 加 法 和 数 乘 满足 向 
量 空间 的 各 个 条 件 , 使 М 成 为 一 个 向 量 空间 ， 称 它 为 p 点 处 的 
切 空间 . 

定理 1 T,M 为 n 维 向 量 空间 . 

证 明 100, p), {z'|i=1,…, 仙 为 p 的 局 部 坐标 系 , 我 们 定 


义举 标 向 量 -2 ，…, 2 | > 
` Әтір’ 3 да" ip 
2| :or 2| f=3aep-) 
2| >R, Bl f= BE W), 


яак | 满足 定义 1 的 (1), (2), 8), 59, ETM. 


Ап 572: 一 0 (0 为 零 切 向 量 , 即 0f 一 0), 则 有 


= Әт! 
з \— { I 
四 ) 214 д:* 


i=l 


i=.1 . 


i=l 


= У\0)= 47, j=1,--,n, 
i=l | 


再 证 对 任何 X ETM, # X,= >` (Хг) -2 | 于 是 ， 
т=1 


| ; 
fa .9 
Bx! p Ir" 


12 T, M 的 一 个 基 , 从 而 T M Жу n 维 问 量 空间 . 
p 


ХЕС, 0,960" (р), жр (О, р), {х'}, А> 
ф(р) =a, ф(9) ==, MA 
FID = (р) Реф '(х) — og (а) 


¿Á Á ——— 1 d . 
=) | ов (a tle а) 


=f TRUE eee 
| - yer аас 
Sf) е —a:) | Е Afo D aF r a))dt 


= + De — a), -fp Se (q)—a')g, (q), 


£= ——— aaa O 


Жр (4) = 9,09) TETEMET 


gp) =90>®_Э(а)у, 
~ 
H Х,1=Х,(1:1) =1.Х,Ъ+1. X,1=2X,1, Х,1=0 立即 
可 知 Xpå=Xp(A-1)=4X,1=0,AER, ЕХ 1 (2), (3) 
得 到 


Xx, f = хь} + Уфар): X, (z° —a!) + the — а): Xag, 


i=l Оо i=ł} 


+o- (X,z) Bi y. 
i=l ¿=1: Р 


— 


ь g5 š 


у 9 
Z| (бї. Ф 


图 17 


注意 : 由 到 和 了 的 С" PE, g, 也 是 С° H, i Xg 有 意义 ! 
AU Pals {MmU s Pe)» {#'} 5 р 点 的 两 个 局 部 坐标 系 ， 


由 
9 


эр — = (ga(p)) 


= 2 Age Cpa) (pp)) 


- (2 ХОУ 8 ,) 


бренд | 和 


得 到 坐标 基 变 换 公式 зэ, 


2 Әх! Әг" Ə 
27! РТ ЕРИ дг! 

9 Әх! _. да" 21: 
oy"/p Әу" 90" p, (р) \92" p 


РЭР |, =Х»= Уе, Əz' 
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(р)) · 


,De 


ау) L. , рр" 
237 |, 244 2> Z Фа(Р))а jaw p 得 到 切 向 量变 换 公式 


j=1 \ї=1 


b: = (вар) 和 


1 2w' ... 39 1 
b Әх! да" а 

п 99" ... ey" n 
b cz! ax” Palp) z 


Жир (at) 116) ЭЖИК АЛТИ БЕ X, 356 МА АЕ ka Ж (zU ДП} АУ 
分 量 . 由 此 ， 可 用 “坐标 "观点 窗 义 切 向 量 , -这 就 是 所 谓 的 古典 观 
点 ， 通常 在 物理 学 中 习惯 于 这 种 定义 : 设 Po 为 2 点 的 局 部 坐标 系 
的 全 体 ， 如 果 上 映射 Хы L,—R" {ERE ah, {y} 有 
Xr = {a}, X Ay = (bt) На Ый Н—1 АК, ШК 
X, рр ЫЛА, КАЕ АЕТ А КМ) ССр 
ЖК. 

在 每 一 点 РСМ AA п 维 切 空间 , ИТӘГЕ Л ЙУ M Ву 
这 一 族 切 空间 得 到 一 个 秩 % 的 向 量 从 ， 称 为 切 从 ， 它 是 2n 维 0” 

ЖУЗ RM, 名 ) 为 Rh 维 C” 流 形 ,我 们 定义 M ИЛА š = 
{TM, M, x, GL(n, R), К", ё): 

TM= U т,м, 

л; TMM, хїт(ТьМ)={р}, EBR л(Х,) =p, XSTM, 
ж^!({р})=Т»М Ж p IEEE. H FEU, p), ED, E 
局 部 平凡 化 为 yw: aU) = |] TMU x В", 


PEU 


м 
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№ (хә=-э( ‘| е а"), m yl: ^\({р})= 
‚#=1 Р б I; 


T>M-> (p) х R" 为 同 构 ， 由 为 一 一 映射 ,故人 Ux R" 的 拓扑 自 
然 导出 rz (О) ЗЬ, 使 y DAE. BR, r*= {x-1(0) 中 的 开 
集 1(0,p)E 多 } 为 TM 的 拓扑 基 ， 它 唯一 确定 了 TU 上 的 一 个 拓 
4hr. 明显 地 ,TM Т, 空间，z-!1(0) 为 其 开 子 集 ， 且 (9, Idr") 
op UU) >9U) х К", (p, авз) op (Xp) = (р(р);а!, =, а") = 
(х!,+-,т";а!, +++, 4) 为 同 构 , 因 而 TM 为 24 维 拓扑 流 形 。 

AE = {a U), p) U pE), mE Ua pa), (zi) ED, 
Ue pe), PED, 则 当 PEU U, 时 有 

(p; b's +t, b”) = (p; b) = (р; дв. (р) а) = Pao pa (руа, +, а") 


<， 3 3 
-nD Jr JRE у: al, = (р, 5197 { зө, 


п, 2 n 
ау! ... ду 
дг! дг" - 
Jsp) =| … EGL (я, R), 
3y” Әу" 


дт! `` Jr”! ф„(р) 


显然 , gpa: 0, IU >С (п, К) С° ШЫ. МЫЗ 
(ER ...,0"; b', ©, b") 
= (СФ Іар") opa) ° (Pas Jdas)oñh,) (21, °... 2"; a', °... в”) 


п. ло 
= (ф,еф;! (а!, 5,2"); SEN ai, е, лан 
= (paso, ‚°°°,% D ‚ >= a 小 
ї=1 i=l 


ar 


CRIACAO = (Propa (2); gaa (р)а)). ТМ 2) 2n ЯЕ О" O 
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E, mil U), tp, Ide) оф) U; ф)Є р ААУ) ЖЕ. 
H (27, 56, 29) = фоло (Cp, Ider) ор) (Fe 25 ate a) СФ, 
Іар") уо (Cp, 1р») ор) != ld, aR" 可 知 , ж A y Ж 550) С" ВЕ 
HA Ce БН. FE, НЕ МЕ T TM 的 一 个 从 图 朋 @， 使 
ВТМ RAM Б п у С" 向量 丛 。 

AI ОСЕ Е СЯН, Ж (0, р), (ш) 
为 整体 坐标 系 (如 通常 的 直角 坐标 系 {z)、 令 TU =r U) 


их", (Ху 7а 59| }= оза, 9, w ЖО” BE, 


1:207 = ят Hen х R" 为 线性 同 构 。 于是, U ВИМ TU 
№ п й 0" 平凡 向 量 从 ， 同 理 ， 几 是 具有 整体 坐标 系 的 维 CO” 
ҖЫ СМ, DRIYA TM WEE n 的 0 平凡 向 量 从 . 
62 SDA TS 为 秩 1 的 C0™ 平凡 间 量 从 ， 为 此 取信 的 
С° 微分 构造 的 基 Ф' = {U p) 15 =1,2}, Җир 
={(соз0,51һ0)|0<0<2хт}, wpi(cos0, sin0) =0, 
U,=((cosn, sinn)| —z=<n=<=), ф»(совт], sinn) = 1, 
S 00<0<я, 2|; _ 3 ə 
0—27, а<0< 2л; le Nie 


则 7 =Фгеф; (0) = W 


== ‚рей, nu,, 定义 pTH 8" x RER 


(pja), PEU, X,=a- ， 
? 


(2:0), 0х, 一 0 


因为 | =2| ‚тей, П0,, ko жваре, B. ç 


为 O" BIB, |: кр) 200) x R" 为 线性 同 构 
定义 4 БОМ, @)2 n С° 306, ТМ AR CS UA, uc 
. $9 • 


M, WRU 上 的 截面 X:U-TM (л|„°Х =ld,:U-U 起 对 任何 
PEU, #fEBR3EX КМ ру FAX ET, M) AU КЫ 2; 如 果 蕊 为 
C"( 即 连续 ) 裁 面 ， 则 称 它 为 CC( 即 连续 ) 切 向 量 场 ; mk ОСМ 
FE, OAS) 截面 卫 为 C* 切 向 量 场记 0 上 的 0* 切 向 
量 场 全 体 为 C*(TD) 或 CO*(THM|,). 

定理 2 设 (M, 2) п С" wE, N 

(1) ХМ Ей C*(0<k=<co) 切 向 量 场 伟 对 任何 (U, p), 


p " 
(ED, х, 22at() ss | ‚РЕЙ, aE, В). 


(2) XAM 上 的 C” 切 向 县 场合 对 任何 ЈЄС"(М, R), Ж 
Хүєс°(М,К), | 

证 明 (1) X:M->T M2y Ot 截面 全 对 任何 (V;p), (z) C 2, 
(ф,14к"*)офо Хорт!:ф(0) >ф(0) х R", (ф,1йк"*)оф о. Xop (z) 
= (1; a'egp''(Z), +, а"оф-1(х)у) Ж Ct КӘН (О, Ф), 
{x' ED, асо*%(0, R). 

(2) (=) ЕСО, p), {5')60, Ж Шр 


n i э п ‚э © -i 
(а) De e>, 
由 JEC7(M, К), ХЖ) M Е С" 切 向 量 场 和 (1) 可 知 at ,Farfe 


C7(U, R), &Xfl|vEC” (U, R) Aii XfEC”(M, R). 
(<) Тм, EU, Ф), 2362, 使 pEV， 由 定理 1， 


Х = D Ar) 


i=l 


一 章 §3 引 理 1 构造 f:&0™~(M, Е) 


fly =zt |r Ж VCU X р ЕВ. +E, 
| (Xx') [у= (Ху,) [у 
Ж С° Ж, Х|, 从 而 下 为 Cr 类 的 ， + 


. 90 • 


例 3 设 {z9} 为 通常 C" 流 形 R" 的 直角 坐标 ， 由 定义 4 或 定 
i=1, с, 中 为 R". 上 的 整体 0” 坐标 基 向 量 场 (图 18). 


ð 
a2 (32 


由 例 2, -ZA 5! 上 的 整体 C” 基 向 量 场 , 但 6 只 是 局 部 符 标 
而 不 是 整体 坐标 , 

ВО, р), {7,0} 为 R° 的 局 部 ( 极 ) 坐标 系 ,DU 二 RR? 一 {(z,0)| 
z220), p71!: (0, +оо) х (0,2z)—>U, (т, у) = (reos0, rsin0) HÆ 
标 基 变换 公式 得 到 | 

9 


. а 
B (~. le | 
ә | . ə 
30! Tsing тсоѕ0; Jl. 


2,200 R° 上 的 局 部 О" 坐标 基 疝 量 场 (图 18， 

类 似 可 考虑 R: 上 的 局 部 ( 球 ) BRAU, p), (r,0,, 0), U= 
В°—({02, 0,0) |z>>-0) U ((0, 0, z) |z R)), р-!: (0, + eo) x (0, 
л) х (0, 2z)—U, (z, y, z) = (rsin0,cos0;, тѕіп0,ѕіпӣ, тсозѕӣ,), 
由 坐标 基 变换 公式 得 到 _ 
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2 | sin0,cos0, sin0,sin0, cos0, \ 3: 
| 5 1 ñ 
207 =| тсозбӣ, cosh, тсоѕ0, ѕіп 0, —тзїп 0, 37 
2 . . . ә 
56; . rsin, sinf, тзіпӣ, созӣ, 0 ЕЛ 
2 9 3 = 
|5, 26, 30, 599 Е 上 的 局 部 O= 坐标 基 向 量 场 (图 18). 


”现在 我 们 定义 一 个 0” 映射 的 微分 (或 Jacobi 上 映射 )、 切 映射 ， 

然后 证 明 一 些 有 关 的 性 质 . 

定义 5 IWO(M,,@,) п #6" WÉ, i=1, 2. f Мм. 
3 С" 映射 ,PEM1,f 了 (p)EMs， 令 映射 

fap ToM —>T;o;Ó М», 

使 对 任何 (1 UM EC™ (fp)), 有 Р(Х) X (he f), Х,ЄТ,М. 
易 见 f. (X) ЄТ,‹»› М», 且 fxp 为 线性 上 映射, 称 fp 为 了 在 8 点 处 的 
微分 或 Jacobi 映射 (也 记 作 (47)p). 

特别 地 , E p 的 局 部 坐标 系 (U， Р), (z!) п f (p) B АЊА Ж 
(У, р), (2) E, A 


9 A= (вор 206) 

fan Y=], (h Р Or! „(р> 

- ләр) гг _ Sa у 
ду? У PP) Eag fen) , 

3=1 2:3 


Hp у=ф°]°ф-1(т)у. РЖ, 
fo zm |, )= >57 


е т” 
эзет д д [2 
"Эр p Әх! prng 2у' 
f. эн дуз] 2 o o 
КЕЛД э p дж" дш"! op VEY” ию U 
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RURE) ж» 关于 局 部 坐标 系 {z9]， {9 小 的 Jacobi SB. 


设 2 a 


则 


, fus( Xr) = X: 2 


J=1 


7 
29? | za 


) 


„>= ЕУ a" Yay 


全 人 人; 297 


- n, | ü ә 
—— к= X = Ы — 
у 0.9) 21а f. (ва 


А 
fop) 


pp) 557 


| О да! Әз"! „әу 
定理 3 M,N, LIMA m,n l 维 С" 流 形 ， 则 
(1) (Idx)sp=ldr м; 
(2) ## f: M—N їп g: N—>L A О” 映射 , 则 
(gof) p= 9н) fap 
(3) f:M—N XO BA <> f: M—N 5) О” 映射 , 且 对 任何 
PEM, fxa:TpM>TjipyN AAAS (% Ж B. Ж] ЖО, 因而 
Дж»: Tp I M—Íf, TM) CTroe N 为 同 构 . 
(4) # f:->N О” ЫЕ, РМТ, М 为 同 构 . 
证 明 (1) 对 佳 何 (В, UEC Ср) =C Ada), HE X,€ 
TM, (4) „0 Хь)һ= Xp(hold x) =Xpk= lirou (Xo) 8 к 
(4) 142, . 
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‚ (2) 对 任何 (А, Un) EC™~(gef (р)), 任何 Х,ЄТ,М, 因 
(9°) „„СХъ)А = Ху(һо(ф°])) = Хь((ВЬод)о]) =frp( Xp) (hog) = 
{Iase fap (X »)}В, (9°) р жес кю. 

(3) 了 为 C ВЕЛ, Hl f 3 С" 上 映射, 且 对 任何 pEM, (тапк), 
= т. ТТЕ ААА, тапк» =тетапк(52-) == теј, р 
DAAE. 

(4) 由 (1) (2), RA f, f 为 "映射 #14, u= (Idu)s» 
= (f 'ef), s= СР) асре Рр. 同 理 fpo (ў) уор 二 IJdry p N. 
于 是 frr ToM >T N 为 同 构 . + 

定义 6 Z(M, 2) nH С° WE, WER 为 开 集 , Ш О" 
映射 (不 是 映射 的 象 集 ) c:W->M 为 M 中 的 一 条 С" 曲线 ， 如 
Жо: [а, 5]-> MTERA [а, 缮 的 开 集 夏 上 使 得 с; W— M 为 Cr 
曲线 , Н. G| ria = 0, 我 们 也 称 о 为 C" 曲线 .. 有 时 仍 记 0 A o, 

Ї c: (a,b)—>M 为 Cr hik, (О, Ф), {21,…,z") 为 含 {0 (t) | 
#Є (а, б) ВАЊА (2 称 为 曲线 о 的 参数 , 注意 : 允许 tss, 


而 00.) =0(22)1), HEA t€(a,b), Г о 的 切 向 量 
《图 19) 


о! a) = (1) ) )= 2) > 


yr 
-OZ |,¿ ， 


отсо) RELE о (ВУНЕ а; о" 为 沿 o 的 切 向 量 场 
特别 ， 对 坐标 曲线 оз, Mpoo, (2°) = (20, *- өш! sz, г{*!, “°° 
ag), st 为 参数 ， 则 沿 =, 的 切 向 量 场 按 上 述 公式 应 是 -2 м 


是 第 i 个 坐标 向 量 场 限制 在 o, 的 象 集 上 的 值 ( 图 20). 
现在 ,我 们 可 以 给 出 C” 上 映射 У: М, > M, 的 微分 f 的 几何 直 
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3 


с чи її, 让 


СПР) 
Pte) 


N z? 
o(t)=o (t, KU) 
ә” 
20 
图 19 
19) хі гі 
图 20 


观 ， 设 o 为 M, Б С° 曲线 ， 则 foo 为 M, 上 的 一 条 C= ik 
线 , E. | 


(feo a) = (so) а) о (а) =E) 


ВП о 的 切 向 量 0 (0) fJ. EA foo WDR G ， 
例 4 i Mi D) A ni Ж С° RE, М, 为 对 ;的 0” 正则 子 
UE. IPEM, p 关于 М, 的 局 部 坐标 系 (T li=1, n}, 
(U, p), Elri 一 1 5-5, а) p RFM HARER LMN 
0= (460 |4204) =0, n+I<j<m)}. $MM: AUERI, 
则 ау 1. 
I Ú if M ——I, (T IM CT o M; . 
为 同 构 , B. i 
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a |* а 
| [5517 о. 


Z! {уру 
. 一 ， 
3 !* 1 Ə | 
i ‚ 
~( gz" p 92 1%) 


所 以 ,Txp эт! N= Fri 


3 ") | 
Iz |p 


21 А „д 
(ру 人 


- | 1 ГЕ 

© __ i 

‚% 1, etea Ris ml > 'a 
10р г, 


_ 9 |*\ Ni а 
= = || 


эт š . 

如 果 о % M, 上 的 Cr 曲线 ， 则 Too 为 M, 上 的 C 8. 
于 是 ， 
(1°о)' (t) =1„(о' (0). 


例 5 设 f:R'>R 为 0" 888, тапк(27,-.., E=, W 
Раб a =O WE T MENORA RR Н" 中 的 #1 和 
С° ЗЕД, 


如 果 М = ў (0) ЕЯ, ik o AM- f (0) ЕЮ С" йв, йт 


To0 的 切 向 量 场 Coo) = уы 2] о, Же! 


ВЕЕ f (z! (Too (0), =, ”Co(D))=0 的 两 边 对 t 求 导 
вя з | Е | 
АЕ чаї (z: орос) _ =0, 
ЕГІ їі 


і = 


Bl M = f-1(0) кшен Dar | EX, 


Әх I'r ? 


+ QG е 


定理 4 (M, D) A n ЖО" 6,1,2. f: H >M Ki 
С°, SRH f:T W >TM Efir, Mi 二 Sfar РЕМ, MG, 
PA С" 从 映射 ,因而 图 表 


rm, =u, | 
中 О F I 
м, 一 上 人。 м, 
是 可 交换 的 ， 即 ғол, льо, 其 中 л:ТМ,—>М, HARE, 
т=1,2, 

mE SACAR, MWG DAAE. 

证 明 对 任何 XET M, 分 别 取 ? Яп /(р) 的 局 部 坐标 系 (5， 
Фо), L, фу), {27}, {ЕЁ РС) СУ. 相应 的 切 从 的 从 图 卡 为 
(жт! (U), (фь,14в")фь) 075 (V), (фу, Idr) ру) Је (ту)? 
Cxz(V), 且 由 定义 5 中 的 公式 得 到 

фу fe po (z;a) = (фу°јофс' (z), D(peefopo')(z)a) = (g;b). 
于 是 ， эс” СМ, М) tH ім, ТМ). 

图 表 可 交换 是 显然 的 . | | 

ЖЖ f ЧО” А, # S 2 Æ 4 从 等 价 定义 中 的 9 一 三 
定理 3 (2), |o =F ер = (f ar = Efl ра 
从 等 价 . жо 2. | о 

定理 5 БОМ, 0.) A n 0° wE, i=1,2, fiM >M: 为 
с" ШИ, X 为 M, 上 的 С" ВИЧЕ. ШР Хєх еј: М. 
TMA q= (p), W FXS (9) = farl X) Җ M, 上 的 Cr И, 
量 场 ， ы ТО 

ПЕНЯ. 由 定理 4, for [=ef 可 得 到 Е 

o omg СХ) = то (fo Xe f 1) = рә (лл X) of =й. сз 
XW f, X Яп J AE О” ШЕМ, [ЮК fs X р Cr 映射 . :这 就 
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证 明了 fX 为 切 从 TM, 上 的 O“ 截面 或 MM, 上 的 О” 切 向 量 场 . 

” 另 一 证 明 如 下 ; 由 了 为 一 一 映射 和 X 2 M, 上 的 切 向 量 场 , 故 
FXX rw = },(Х,)) 0) М, ЕАН. 对 任何 MEC”( M,, 
R), IN ]ЄС°(М,, М»), 故 һ°]ЄО”(М,, R). ЕЕ 202) Яп 
X 3 M, 上 的 C“ 切 向 量 场 可 知 Х(%°})ЄС”°(М\, R), 而 
(Fa XDR) = Х(%°])(р), (0. Х)ҺЄО"СМ,, R), f. X A 
M2 上 的 0” 切 向 量 场 ， .站 | 

W8 设 拓 有 >RR',4=f(z,9) =z 3 С” ШЙ}. Ху) 
R* 上 的 C” 切 向 量 场 . p=(0,0),q=(0,1),f(p) =0=](4), (H 


P(X) =F E) 20=7,,0Х,), Niti f. x 不 是 R' 上 的 切 
向 量 场 . 

C=Lie ТОРОТ" С" 切 向 量 场 , О (б) У 

量 场 ,它们 完全 由 单位 元 素 处 的 值 唯一 决定 ，- 
定义 了 设 G 为 nn 维 0C*Lie f, аса. RRR Li:G->G, т 
L,.,(z)=a-z 和 Re:G->G, zBR(Y) 二 2'a 为 G ЖЮ Ье. 

由 $1 定义 3, L, GR Ra): G—G 为 O> |, B. La =La- 对 
任意 a,5EG， 左 移 Loa- Ж a R D. А, (аса) агае 
在 0”Lie 群 G 上 的 变换 群 , BIG 在 变换 群 {ZolceG] 下 为 齐 性 空间 ， 
于 是 , 从 局 部 微分 性 质 来 看 具有 均匀 性 在 一 点 附近 成 立 的 某 种 性 
质 , 在 每 一 点 附近 也 成 立 . | 

定义 8 Vk X пй сіле 群 G 上 的 切 向 量 场 , 如 果 对 任何 
á, bEG 有 (Zoo-DxoXo= 和 so， 则 称 X 为 左 不 变 向 量 场 ， 类 似 可 定 
义 右 不 变 向 量 场 . 

定理 6 (1) Хн Селе 群 G 上 的 左 不 变 向 量 场 
(2) X4 {E ає0, X.,=(L.). X, ВХ W X,% 2 W E 
€> (3) 对 任何 aEG, X= (L) X. | 
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此 外 , 左 不 变 向 量 场 耻 为 0” {ш ы}. 
证 明 (1) 二 (3) 对 任何 op8sG, 因 天 为 左 不 变 向 量 场 ， 故 
СО) X)o = (La) каа = (Locas?) wa s Xa- 
= Xp (La) X = X. 
(3)=> (2). яне еб, ВАО). X = X, Д 
=((Lj)sX).= (La) re X 
(2)==(1). sewa beG, Х „=СКЕ 
(Loa-) „Ха = (ьа) nal (La)xeXe) = (а-ы) a eX, 

= (L,)+ X, х, ХЛ. _ 

再 证 X 00° 切 向 量 场 。 显 然 , 只 须 证 明 X 在 单 位 元 素 e 的 
附近 是 С" 即 可 ， 为 此 ,在 点 e 的 一 个 开 邻 域 W 中 取 一 局 部 坐标 
# (ui). HT ee=e, 故 可 取 e 的 两 个 开 邻 域 7 和 TF， 它 们 相应 
的 局 部 坐标 系 为 feij 和 {ofj, 并 且 对 任意 wSI，oEF 有 Ww.vEWW, 其 
中 t= g (ш, е, шчот, зоо, вт) ЕЗ Тао) В О” 函数 . 设 e 
的 局 部 坐标 为 (e:，…，e， 则 对 任意 EU, Æ Le o=e 的 


Jacobi 方 阵 
Әд n, n 
(28 (и, (ш, иу бое) 


中 的 每 个 元 素 都 是 {u] 的 O> 函数 ， 则 X, (Lon XOA UIM 
Cr= 切 向 量 场 .。 Ф ， | 

定理 7 设 9 为 n 维 0~Lie 群 , ((Х „|1 =1, .为 加 0 的 一 
1%, (хах, у= (Е) „ОХ, 960,41, 5,0) 6 上 的 整体 
的 С" 基 疝 最 场 ， | КОН 


证 明 对 任何 aE€Q, 若 0= 51А), M 0= АХ 
= P WL) „Ох (Lh DAX De) тс) ав 


. 99 a 


Бяро БЛА (Хе. ВЕС) 17 =n) T.G 的 基 , 有 


%=0,# =1,++,п, ШЕН Т СОХ) 141,65, n) 是 线性 无 关 的 ， 
从 而 它 是 7,0 的 基 ， 切 向 量 场 的 C 性 由 定理 6 得 到 . k 

定义 9 mE nC REM, D) 上 具有 整体 的 С” 基 向 量 
9(Х,12=1,---, п), ШЖ COM, 红 ) 为 可 平行 的 . 

定理 8 (1) RM, 2)2D п O° Ж, СМ, D) TFS 
TM 是 平凡 向 量 丛 . | 

(2) C=Lie 群 G 是 可 平行 的 , TG 是 平凡 向 量 从 ， 

证 明 (1) (<=) Ж ТМ 为 平凡 向 量 从 , 故 存在 从 图 卡 (TM， 
Y), у: TM = x` (M)—>M x В" 为 0” ARE, ploia p= 
Ть„М->{р} x R" Жр). 9,10, {Х,|Х, la=p (p, ei), i 一 了 +, 
对 为 M 上 的 О” Жр, БП CM, 多) 是 可 平行 的 . 

(>) СМ, Ф) трт, (111,66, п) М 上 的 C” 
HERD, 定义 | 


ТМ = ам) SM x R", 
X,=> aX, lo (X,) 一 (р; а), ..., а") 
i=1 ©: f 


EHR, p 20—— ВЕН, 1 т^!({р})->{р} x В" 为 同 构 . 
对 任何 PEM, Æ po 的 局 部 坐标 系 (V, p), (шун, 


X,= Уе aos |, (Уне КИ 
ТИС 
= 2355 ps ?EV 


Шш Ср) = (с), ШТ 在 此 局 部 坐标 系 中 为 (2 a) (z; b) = 
(z;O(p)a), *EjE О” 上 映射 而 罗 在 此 局 部 坐标 系 中 为 (+; b) 
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<Xz;a)= (z;O(p) -20)， 它 也 是 O" й. h pohy ЕЖЕ, МУ! Ж 
Ce 的 ,于 是 争 为 Cr ББ. НЕН ТМ 为 平凡 向 量 从 . 
(2) 由 定理 7，C”“Lie 群 G 是 可 平行 的 , 再 由 (1), TG 是 平凡 
HEA. + | 
例 7 WENES 例 5 可 知 ,Szm 上 无 处 处 非 0 的 C” 切 向 量 
ip. 更 进一步 ,由 [P. 了 .希尔顿 和 S. 瓦 理 , 255 页 ， 定 理 5. 8. 6]， 
S°" 上 上 无 处 处 非 0 的 连续 切 向 量 场 , 根据 定理 8, TS”” 不 是 0" 平 几 
向 量 从 , 当然 87" RE C Lie 群 (如 果 用 坐标 观点 定义 切 向 量 ， 
这 里 可 理解 TS*" 不 是 Cr(r 关 1) 平 凡 向 量 从 ,82" 不 是 C"Lie 群 ). 
在 Sm-! ЕАК 4E 0 С° DJ А Ë: B X |, = (z, —z Zo 
03,77", Хољу — 02т-1), LES, 自然 要 问 3 和 -是否 可 平行 ? 它 是 
否 可 成 为 Lie 群 "[Adams, J. F. ,1960] 证 明了 一 个 重要 结果 : TS” 
为 平凡 向 量 从 < 所 >n=1,3,7， 而 由 $2 例 2, 例 3 知 51,5 为 0*Lie 
群 ,当然 TS', TS 为 平凡 向 量 从 . 
: 现在 ,我 们 来 具体 构造 S, S: 上 左 不 变 О” 基 向 量 场 . 
ЖУЙ X|,=(—z, z) 38 8' 上 整体 C” 基 向 E 场 . 设 
S= (z=z1+£22€CG|(z1)2+ (22)2?—1), Х,=0'(0) =:, H Х|, 


=(ҺӘ„Х„=(Б„о'(о)= ETD] „4и ос) 
di ji=0 dt t=0 
` zo" (0) =zi=-—2tiz' ik X 508! EBEREN, 
设 | 
е,\ г 22 g а \/ Ж 
| 
е; =g тіс gt —4% |52 
е, —29 x æ! т а 
е) —@ g? —z zx! J = 
. .. 


• Í01 ° 


КА 


显然 ,在 S? E, (е,[7=1,2,3, 名 为 Ве 的 CO” 规范 正 交 基 向 量 场 ， 
其 中 ei 为 55 上 的 0” 单位 法 向 量 场 ,而 {ei[i==2,3, 和 为 5” 上 的 
C° 规范 正 交 的 整体 基 切 向 量 场 , 16 6° = {rsa tit jat zt 
EH (HER IR) 1021) (22) (28). (9): =), ЖИР S', 
zi,z), zk 为 S* 上 的 左 不 变 0” 基 切 向 量 场 . 

对 于 ,类 似 可 验证 


е z а? а а æ х 


为 R° 的 C" 规 范 正 交 基 向 量 场 ,其 中 е, 为 67 上 的 0“ 单位 法 向 量 
3), па {eili =2,++,8} 0) 6" 上 的 C” 规 范 正 交 的 整体 基 切 向 量 场 ， 
йк 57 是 可 平行 的 ， 从 而 7S" 为 平 几 向 量 从 .但 [ 徐 森 林 和 和 周 坚 ] 
证 明了 : S' 不 是 C“Lie 群 ， 更 进一步 ，5" 为 0°Lie 群 (或 拓扑 群 ) 
<>2=0,13, 类 似 地 , [Xu Senlib and Zhou Jian] 还 证 明了 : 
P*(R)(n221) рт >n =1,3,7 以 及 P"(R) 为 C°Lie 群 ( 或 拓 
Ж) —>n=0, 1,3. 
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例 8 ВАЕ Ара а НАЕ Lie 群 的 非 连通 的 例子 是 
易 举 出 的 . 例如 , M= ((z, 0)]|#€R) U { (2,9) |2? + 000—2) = 1), M] 
2 p= (2,0), 

-0—22 Has, p= (2,0), 2° + (9—2)? =1, 
为 江上 的 整体 CO” 基 向 量 场 , 故 М 可 平行 或 TM Жур Др Л, 
如 果 М 为 拓扑 群 ， e€ М 为 单位 元 素 , Av khikecC ((z,0)|zC R), E 
Жа { (r, y) |224 (g—2)°=1), M HhLe=a:e =a, XAL: MM 
ARE, КОЖ ЛОС ШӘ E, 于 是 La({(x,0)1xER})= 
(5,0) 1z2 十 (8 一 2)2 一 1 这 就 推出 了 局 是 下 将 非 紧 致 集 变 成 紧 致 
集 , 了 矛盾 ， В МАЧЕ Ф, ETE Lie H. 


54 СШН 55-25 

定义 1 RM, 2) п # С" 流 形 ,DCM HHR ХО 上 
的 O” Rih, o: (a,b) >M ЉС", oa, b))CM, Н, 
oG) = Хо, t€(a,b), W o х С" 积分 曲线 或 流 线 . 

定理 1 (积分 曲线 的 局 部 存在 性 定理) 设 X 为 4 维 C” 流 
EM, 包 ) 的 某 开 集 上 的 O“ 切 (Ж, p 为 的 定义 域 中 的 一 点 ， 
出 对 任何 DER, FE 2220 和 唯一 的 С” hko: (b— s, bte) >M, 
使 得 o(5) = 了 和 © 为 了 的 0" 积 分 曲线 (图 21). 

此 外 , o0” 依赖 于 初始 值 5 和 点 p. 

证 明 EU, p), fz 人) 为 p 的 局 部 坐标 系 ,0 包含 在 X 的 定义 
Rh, $ 


= д 
— i 
Х = >а == 
. £ - 1 


Hi HH X A C” 切 向 量 场 可 知 at€ C (U, R). 
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1... u. а 


b-e b t b+: 


图 21 


0 为 过 p h ORA Ma Lt g ao, s'ea) = 


dG 29). 


x(g), = 1,5-6, п, M = а (100, +, zog), 应 用 常 微分 方 


нк лева НИ e>0 和 200, b, р), 使 它 所 确定 
的 С” 曲线 o 在 指定 的 范围 内 满足 所 要 求 的 性 质 ， 

从 常 微分 方程 定理 进一步 知道 ， 此 解 0” 依赖 于 初始 值 和 
Ир. + зол с а 

定义 2 ШЕСИ В: Ви М-М, klt, p) =h (р): 

(1) h, ==h oh, {,8ЄРВ!; 

(2) ВЬ=1Їдм, | 
则 显然 有 А, А, =, =h Idu, El BBA. oh = Idy, А! 
Sh- FÈ M>M 为 0" MERO ЕЮ. ШКА: M->M 为 
M 上 的 С” 变换 的 1 参数 群 . 

‚ В 作为 O=Lie 群 (关于 加 波 ; 左 方 О” 作用 在 M k... 

ШЖ p€M, йл, (р) A—R E Р С" 曲线 , 称 为 了 的 
轨道 ， 我 们 定义 
( 易 见 它 与 p 的 局 部 坐标 系 的 选取 无 关 )， 因 为 为 0~ 映射 ， 故 
映射 Рег, 定义 了 到 上 的 一 个 C” 切 向 量 场 ， 称 为 1 参数 群 h 的 
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无 穷 小 变换 . o. 

定理 2 (1) {Ь,(0)14ЄН!} = (А, (р) [tER'} <>gE (h(n)| 
¿€ R'). В, MASAWE R АНЗ ВУ (l ERY ©” 
曲线 . | | О. 

(0 Хм узана) э, мо o R 
Chs) (Хо) = Хь. 

证 明 (1) (=>) E (0.00 JER} = (6,0) НЄН}, Т 
9 = (9) Efh,(7) |tER). 

(<=) #q€(, Ф) Єв), 令 а=. (р), MI (= 
Бев С) =, ОҢДО (Q 168"), (р) 1ER). x H 
7 二 hi! (9) 一 h_w(9), 同 理 可 得 th саев", (p) | tER'}. + 
是 , {8,(9) |iER!} ={А,(р) |1ER!). 


— |, з h, (P) 


9 


а= =0 92! 


- 5 dz: CRON 


MO) ` 


„уу б) ә 


_4һҺ,(р) О 
CE Әсі. ШЕ 


k, (p) dt 


因为 和 (人 (了 一 各， 由， B k, 007 йв, ВЕ) Eno) 
==”. = = Xo O E 


例 1 M=(0,1), X= 之 ， 则 过 z 的 积分 曲线 为 В,(ку—= 


¿+z,z€(0,1), t +z€(0, 1). FÆ C° 切 向 量 场地 不 产生 (0,1) 上 
В Се 变换 的 整体 1 ЖШ. Жозе 
e ДӘЙ =. 


再 如 М=(—оо,0) (0, +оо), X=} 2 и 1 或 定理 


2(2)， 
һа) 7 21197 z€ (0, +оо), 
一 /21 十 z2 ， Є(—со,0), 


而 2 +-а°;®0, 所 以 О” 切 向 量 场 工交 不 产生 (0，1) 上 的 О” 变换 


的 整体 1 参数 群 

例 1 说 明 M 上 的 每 个 О” 切 向 量 场 不 一 定 产生 М 上 的 Cr 
变换 的 1 参数 群 ， 但 是 ,局 部 地 它 是 正确 的 . 

定义 3 WM CIRA h: (е, е) xV—>M, ВЕ, р) = (р) 
(V 0С" ЖИСМ, Ф) 的 开 集 ) 满 足 : 

(1) ,:V—h,(V)25 О° а, t€ (— е, е); 

(2) №=14,; | 

(3) #,8,#+5Є(—е, е), р, В, (р) ЄУ=>ћ,:„(р) =h,- h, (р). W 
$k C" 局 部 变换 h. :F-> 双 为 局 部 1 参数 群 . 

定理 3 (局 部 1 参数 群 的 存在 性 ) it X Anteo” RE 
(M, 2)0D С” 8А 9, PEM. 则 存在 ро 的 一 个 开 邻 域 了 和 
e>0, 使 得 对 任何 iE( 一 e,e) 有 一 个 О” 局 部 变换 АРМ, 且 成 
为 局 部 1 参数 群 , 它 诱导 出 已 给 的 切 向 量 场 X. 

如 果 В, 为 (一 ee) xV 上 的 诱导 出 民 的 另 一 个 О” 局 部 变换 
的 1 参数 群 , 则 h 一 六 (唯一 性 ). | 

证 明 WU, p), (r) рой, ЖШ kat (p) = = 
z"(7o) =0. 在 0 中 令 

Х= Sat (a, 52%) = 


x’ 


考虑 常 微分 方程 : 
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шс" С^ (2), `° эм)» =1, әп, 


其 中 HO, eo СО ЭЖ шй R, 由 常 微分 方程 的 基本 定理 , 存在 
唯一 的 С° 函数 组 
| А. (рх), +, (Ох), lt |<, r= (z!,- .. Z"), [zi <ó,, 
它们 对 每 个 固定 的 = 形成 了 微分 方程 的 解 ， 且 满足 初始 条 件 : 
所 (0; x) 二 xi， 令 иН | 
ҺА, (х) = (А. (152), +, h(t; х), ПРЕ {z [27] <ô}. 
ЯД |41, 16], li +81 <e, ЖП 2, he(2)EV i, Wl | 
g (t) =K (83 з) 
为 满足 初始 条 件 9'(0) = 天 (sz 的 微分 方程 的 解 . 由 解 的 唯一 性 
定理 , BA g A) =н). 这 就 证 明了 h. (z)=kh,(hk,(2)) 
~—h,oh, (T). 
Н А (0;z)=z',t=1,-,n, h (z)= (А! (0; 2), е ,А"(0;х)) = 
z, H h = Idy. 则 存在 2220 Fn ô> 80820 <e 时 ,对 于 
V = ((z|lz']<ó) 有 HAD)CF 
Р, hoki (х) = hh. (z)=h(z)=z, |4|<е, zV. 这 就 
EHTS- E Ke BF, h:V—5,(V) 为 С° {И . ЭД, h, 为 定 
义 在 (一 *，e) xV 上 的 局 部 变换 的 局 部 工 参 数 群 . Ак 的 构造 ， 
显然 它 在 V. 上 诱导 出 已 给 的 切 向 量 场 立 , ; 
由 上 述 证 明和 常 微 分 方程 解 的 唯一 ТТЫ, h=h R K= 
ћ,,#С(—е, е). -+4 | 
定义 4 ZX 2 n С" ийси, г) L О” 切 向 量 场 ， 如 
ЖЕТЕМ Б С° 变换 的 整体 1 ек h “参看 定义 9, 它 诱导 出 
X, ШКХ 为 完备 的 С° ВАН. 
定理 4 Кп С" БСМ, сивих м 
上 上 的 С-ы, B. Х|м-к==б, Й|Х ERAH, 
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特别 地 , Ж О” ЫЕ СМ, Ф) Ей C“ 切 向 量 场 和 是 完备 的 . 

证 明 对 任何 pzE 正 ,由 定理 3, 存在 2 RII ВЫЙ Рр) ап ар) 
>0, 使 得 向 量 场 X 在 (一 8(p), 5(7)) xV) EFE С" 局 部 变换 
的 局 部 1 参数 群 . 因为 加 =Idzcp) 和 hh: (— 8 (р), 8(р)) xV(p) 
>M Ay OPRAH, FEFE PRO IE BIR V (р) CV (р) 10 е(р) <8 (р), 
使 得 当 xzEV (р), |8|<е(р), (т)єЙ(р). AAKE RE, JF 
复 盖 {V (7) 1pEK} 有 有 限 子 复 盖 (VOp)li=1, =s 0). Фе 
min{e(p) |i=1, В), В.) =2,26М К, |t| <e. 根据 定理 3 
后 半 部 分 的 结论 ,7 为 (一 e, в) x M 上 的 О” 局 部 变换 的 局 部 1 参 
数 群 . тау, [а |, |£ +s|< 时 ,有 为 C" 同 胚 且 当 тЄЎ (р) 
PH, һ„(х)ЄЁ,(р), №, (х) =, (2). 


Bt 1ЄР,:=п- +r, nEZ, |r|<->- ШЖ п>0, Ф = 


h, oh, oo ohni n3 п<0, 4 h =), oh osoh ohn ЕЦ 
п 个 
证 h, 是 定义 确切 的 ，C” яв, 并 且 对 任何 t, SER, hss= heoh,. 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 ， 
例 1 说 明定 理 4 кей к=0, КВТ ЎВАГА, 
”作为 定理 4 的 一 个 重要 应 用 , 我 们 得 到 : 连通 的 c= 流 形 为 齐 
性 空间 ,甚至 有 更 强 的 齐 性 定理 ， 为 此 , 先 引 进 0" 同 伦 和 0" НК 
的 概念 . 
定义 5 设 (M4 D) m E Cr 流 形 ,rE{0， 1, 2，… 0,0}, 
#=1,2. f, ет My->M, X Ot ШЫН, OSST. 如 果 存 在 0* 映射 
F:[0,1]x M >M ER F(0,z)=f(z), F, а) = (г), rEM', 
ШР Е f ЖП g 的 一 个 C* 同 伦 ， 称 7С ЮР g. іа 70. 
定义 6 HOMo 01) n 维 Cr 流 形 , rE{0, 1,2, =. co, o), 
i=1, 2. f, g: Mı >M: 为 0* 同 胚 ,0<4#<r WREE f Mg 
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йч 0* 同 伦 Р:[0, 1]х M,— M, 使 得 对 每 个 EL, 1], FO, +): М, 
> M,,z2->F(1,2) X Ct АЖ, ИШКЕ ДЕ С" ш 了 和 9 的 C 同 
Ж, СЕЖУ 9. 也 记 f~g. 

定理 5 C 同 伦 的 关系 是 一 个 等 价 关系 . 

类 似 地 , C* 同 痕 的 关系 也 是 一 个 等 价 关系 

证 明 RAE 0* 同 伦 的 情形 . | 

对 任何 С ШШ f: M, — М, 5 Е:[0, 1] х М, М, F (t, z) 
=J(z), WJ F AE f fü 了 的 С* e, m Sof. 

п Ж fag, FHE fA g h С" НИБ, 6:10, 1]х MiM: 
G@(t,z)=F(1—t,z)23 g # f йу С" 同 伦 ,因而 g 和 ~ 下 . 

iz f~g,， 了 为 连 f 了 和 9 的 一 个 C0* 同 伦 ， 则 Fi:[0，1j x М, 
>M, F(t, £) =F (pCt) a) хр [ЯП g a C* Е, Е 


| 1. 
А0) =) 220, 


0, <o, 
С 0, 0:1, 
поту 2 
(=), 3<1<1, 


ү” <Ë < 
P,G, z) 3 


2 


3 KISI. 


g), 
ОЖ f—s, g—h, 下 和 G 分 别 为 连 于 和 9 以 及 连 9 fu h 9 O* 同 
Ф. Е, (2,2) =Е(ф(1), х), 00,2) =С(ф(4),а), 


y 1021,2), == 
H(ti,z)=—= 


la. (2t—1, 2), -5 >< «1, 
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ЖН ЖЖ} ЯП В) C! 同 伦 , 从 而 fh. ЧЕ 

例 2 EMC Ж M К" 5”, 则 M 上 存在 一 个 将 点 ， y 
ЖБ 2 z 的 С" E Р: М-М, H Idy С" ВТ f. 

М=ЮЁ",4 fiM—M,flr)=z+(z—y), F:L0, 1] x Ё"-> К”, 
F(t, х) :=1+2(2--у) 2) Р(0, slider MFA, e) =f ñ) С”: 
DES . "1 
M=8"; у, 5Єб" 为 任何 二 点 . ЭЖ у=, & f=ld,., 
F(4,.)=Idsa(:).. 6 22, 仿照 81 例 9 Фе =7, Н.е, es)- 
为 y0z 平面 上 的 规范 正 交 基 ， 设 а= cos0-e,-Fsin@0-e, (е, +, 
enn) A R" REER, W 

cos —sin0 
sinf _ cos 


A= 1 ECO( + 1), 


显然 , 4y 王 2， 如 果 记 
' jeost0 一 sintb 
sint  cost0 
А(#) 一 1 , 
| 1 
f:89"—8", f(z)= Аз, F:[0,1] x 8n—8", F(t, х)=4А(Ф)х. 容易 
TH FAE Ider 和 了 的 C” 1909, B. f (z) = 2. | 
为 了 证 明 连 通 О” ЙОМ ЕЗЕШ, 先 证 下 面 的 引 理 ， 
引 理 1 对 任何 ye{zER"|izh<<1}, {ЕЕ С" ВЕР FR х 
R"->R" 使 得 | и 
(1) 对 任何 ЄВ! Ide" С° Р, =F, -). 
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(2) 当 ЄВ" ОСО УШ ,Р(Ф,)у=т,!ЄН!, 其 中 O(0, 1) 
为 以 C 为 中 心 工 为 半径 的 开 单位 球 ; 

(3) Е(0, -) =14к"; 

(4) 存在 ioER', 使 P (0) =F (to, 0) =s. 


证 明 лд) Де 129, 显然 4EC"(R, R). 令 p(z) 


| É <0, 


=4 _ „ү— (>0, 341 zj <1, — ш б), ШФЕ 
(а—[]) = о ртт? 其 中 le1= -VD 9 


o= (R", RR). 取 定 任 一 单位 向 量 cES"!, HER EC"D) EE X 
В XI], ,—=@(z)o, H FX || s= = 0, 根据 定理 4， 了 是 完备 的 ， 故 存 
在 R" 上 的 C° 变换 的 整体 1 ЖЖ ТЕ F, Ë F:R'x И"->В",Ё,(х) 


= F(t, а) С, E POD x о =p, (тео BE: 


‚ (а) Е,..(7)=Е,•Е,(т), t, sER', тє; 
(b) F.(z)==,z€R". | 
(1) (а) (6) 知 F, ЁР: RR". 5) С" К, ЖЧ 
P (st, х) Е Р,=14к" 和 F, С" 同 痕 ， 故 К›=10*О” FIRT 
F.. l 


(2) £ zCR"— 000,1), ДЕТЕ e>0, XHM tE(— e, 2) 有 
Р,()<К*—О(б,1), к, EE- ф(в,(2)) =0, Рат) Р 


(х)= z. 由 此 不 难看 出 ， 对 任何 iER'， F G)= F(t, г) ==. | 
(3) көн. 


(4) 取 c= | 7 | (020), 则 存在 tR IE F, (0)=F(1L,9) 


=. . 

зру 0, MRF, з) =x, tER', ER. Ж 

定理 6 ( 齐 性 定理 ) 0,2 2 п ФЕ О” ЖОЕ CM, D) iy 
”* ill» 


任意 二 点 ， 则 存在 С" [н  Р:[0, 1]x M—M, W F0, -=de 
CAFFO, :) =], Н.О) =z с, 

证 明 如 果 存 在 一 个 ORR Р:[0,1] М-М, = F(0, 
QC RAFFA, -), E F, y) = z, WJ#k z DR T. z, Az. 

ER Yny, KAR F(t,z)=x,t€[0,1]J,zG M. 

如 果 8 一 z， 则 存在 上 述 的 О” ВЕ F. А G(t,z) =F71(a),. 
易 见 G:[0,1] x М->М ж) С° |н, Н G(:)=0 (0,*)=Fi(:) 
=14м(-),6\(-)=@(1,-) =FU'C),G@ (2) =) =й, алеу. 

如 果 ус, ялеш, 它们 相应 的 О” 同 痕 为 F: [0,11 x M— M 
和 ©:[0,1]х М-М, H Е(0, ·) –14,, GCO, -) =Ій,, F(1,g) = 
Р. (0) =z,G(1; z) =Q (а) =ю, HH, C) =H (t, 5) =0, F(t, :)) 
=@,°Е,(+),Н(-) =H (0, ·) = 900, (0, -)) =Е(0, :) =14м(-), 
Н, (0) =9,°Е, (у) = G,(z) =u, |Ң уо, 

综合 上 述 , 二 个 点 的 同 痕 关 系 是 等 价 关系 , 对 任何 EM, FE 
一 个 С" AEF R 的 开 邻 域 ， 再 由 引 理 1， 存 在 z 的 开 邻 域 U, 
使 z0” 同 痕 于 下 中 的 任 一 点 y， 于 是 ， 必 的 每 个 “ 同 疫 类 ”都 是 开 
Ж, 进而 以 为 互 不 相交 的 开 的 “ 同 疗 类 ”之 并 ， 因 为 用 连通 , 故 只 有 
一 个 同 痕 类 ,定理 证 毕 . + 

引 理 1 和 定理 6 可 以 推广 到 更 一 般 的 

推论 1 Аа ССМ, D) 的 闭 子 集 ，{p Bo 
AHG s Im) 为 连通 开 子 流 形 M-A 中 的 两 组 点 集 , 且 当 is 了 时 ， 

RSP ug. MEE С” 映射: 民 'x М-М Wii 

(1) IHEM EER, Idu FAF F= FC); ` 

(2) F(i,z)=x,t€R1, r€ A; 

(3) Е(0,-) =14,(:); 

(4) 存在 LERE Е, (р) ЕС, р) = =l, 

(24 т2:2 F, dimM 守 21. - 
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证 明 办 =1， 由 第 一 章 $1T 定 理 3， 连 通 开 子 流 形 .M-4 是 
НЕЮ, КЕНО о: 0, 11] М-А (0) = р, 001) =. 
再 从 ze([0,1]) 的 紧 致 性 , 反复 用 引 理 1 推出 定理 的 结论 。 ° 

当 т2>2, діт MM 2 时 ， 应 用 归纳 法 证明. 上述 已 证 命题 对 
如 = 是 正确 的 ， 假 设 命题 对 和 一 是 正确 的 。 则 对 {P рь) 
Fl es 9001), Е С° Е: R! < M—>M 使 

(1) 对 任何 iER!,1dw0”* 同 痕 于 F, =F(t, +); 

(2) FP(t,z)=z,t1CR1,zC A; 

(3) FO, -) —Idy(:); 

(4) 存在 DER ЕР, (р) = P(to pO =, i=1,--,k. 

设 Р, (Р) = Ё(%ь, Perri) = Da. 如果 pi. = Gear 则 命题 
М т= 11. И Йа A = AU {P +, Pes Qi" q (A ЇЛ 5 
闭 集 , M-A, 仍 为 连通 开 子 流 形 ! ), 则 存在 О” 映射 G: Rx M— M 
“(1) 对 任何 iER!, Idw0” 同 痕 于 G,=G(t, +); 

(2) 60,2) =2, ФЄЙ!,хЄА,; 

(3) G(0,:)=Iáy(:); 

(4) Ж t CR: 使 G, (р, n) =@(ї,,,) =й. 

MJ Z,(.)=H(t,:) 一 CGO 下 (to )) =G, (F (to '))=G,(P,,C = 
GuoF,(*) 为 所 求 0* 映射 ,因此 命 题 对 m = + BEER, H 

现在 我 们 来 研究 СЕ) 向 量 场 了 关于 C" 切 向 量 场 瑟 的 Lie 导 

数 ,并 引入 # 维 C“Lie 群 的 * 维 Lie 代数 | 
定义 9 Vk X TY 3 nf REM, 2) ЮЕ V ЕС” 
切 向 量 场 ,定义 ГУУ = [X, Y]#n F: 

[X,YJ),f=X,(Yf)—Y,(Xf),2€V, f ЖУ Еу С" ВЖ. 由 
下 面 的 引 理 2，[ 瑟 , Y1238 V 上 的 C” 切 向 量 场 ， 称 为 了 和 了 的 交 
换 子 积 或 方 括号 积 或 了 关于 开 的 Lie 导数 ， 

* 了 了 3 ° 


引 理 2 [X,Y 了] 为 YY 上 的 C0” 切身 量 场 . 

证 明 iz /,g€C%(V,R),ACRB, АЦ | 

[X,Y],(f+g)=X,(Y(f+g))—Y,(X(f-Fg)) 
=(X,(YJ)—Y,(Xf))+(X,(Yg)—Y,(Xg)) 
=[X,Y],f +[X,Y),g; I 

[X,Y] Af) = X,(Y(Af)) —Y,(X(Af)) 
=A(X,(Yf)—Y,(Xf)) 
=A4[X,Y],f; 

[X,Y],(fg) =X,(Y(fg))—Y,(X (fg)) 
=X,(fYg+gYf)—Y,(f Xg+gX]) 


= рр) СХ,(Үд) —Y,(Xg)) +g(p)(X,(Yf)—Y,(Xf)) 


=f (MCX, 1,990) CX, Y], f. 


XREN T[X, Y] ETM. 从 $3 定理 2(2) 推 出 [X,Yjf= хүр 
—Y (X f) EC" 类 的 , РЕН 53 定理 2(2) 推 出 [X, 了 j] 是 0" 的， 在 

定理 7 X,Y,Z п О” HEM, О) У ЕС" 
切 向 量 场 , f, g, ВЄС”(У,Е),Л, HER, (О, p), {2°} 5) 局 部 坐标 系 ， 


ШГ, ] 有 以 下 性 质 : 
G) [Х,Ү]=—[У,Х], КЖЕ, 
[Х,Х]=0, т; Б 
(2) [AX +uY,Z] =A[X,Z]+ 68Ү, Z], 
СХ, AY + nZ] = АХ, YI+ a[X, ZJ, Í 
(3) [fX,gY]=f(Xg)Y—g(Yf) X +3 X, Y]; 


. (a) СХ, CY, Z)]+[Y, [Z, X]]+[Z, [X,y]]=0_ 


恒等式 ; 


©) F> 0; 


(6) ж X= $ла'-9 了 = S 9н 
了 =1 


j? 
i=l д« 
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Jacobi 


[x,t] (2 -v2 ca 

证 明 〈1)(2) 由 定义 7 立即 可 得 . 

(3) [FX,97]h= (fX)(gY)h— (gY) (FX)R 
=(fX)(g-Yh)— (gY) СХА) 
=/4(ХҮВ) -f (Xg) Y h) gf O Xh)— g(Yf) (Xh) 
=(f(Xg)Y—g(Yf)X + fo[ X, Y]}k. 

(4) ГХ, [Y,ZJ]f= x[Y, 2]f— [CY, 2]Xf 
=X(YZf —ZYf)—(YZXf—ZYXTf) 
= (XYZ— XZY—YZX +ZYX)/, 

则 由 对 称 性 得 
([X,[Y,Z]]+[Y,[Z,X1]+[Z, CX, Y11) f 
=(XYZ—XZY—YZX+ZYX)f 
+(YZX—YXZ—ZXY+XZY)f 
+(ZXY—ZYX— XYZ+ YXZ)f 


=0. 
(5) Eza = 六- элә P=: f эле? 
_2 (feop o, 
Әх?д2* 


(6) [X,Y]= [ 51е > Ea > [е 2» 5] 


3 ә ,NƏ 
= LE 1 НЦ E A i 
зу (ы Эу? (55га RPA 


=1 j= 


2 2 
ipj 


(eG (ды дал 2. Ф 


J=1 “i= 
е 715 • 


ЖІ 利用 定理 7(6)， 在 局 部 坐标 系 Up), {с} 中 定义 
[X,Y]= У(5(«® :20? —*92.)),8, у. 可 验证 上 式 右边 与 局 


部 坐标 系 的 选取 无 关 , 因而 可 定义 整体 的 С” 切 向 量 场 [X, Y]. 用 
EREL IHEM O” ВА 8 f 6[X,Y]f= X(YP) —Y(Xf), EE 
可 证 明定 理 7 中 的 (1) 一 (5)( 参 阅 [ 岩 坊 长 庆 ]). 

定理 8 设 (M,, D) A nt RE, i=1,2,f: M, >M: 28 
О” 微分 同 胚 , 义 ,, X, A М, 上 的 О” 切 向 量 场 , 则 

f. [X,, X] = [J Ti, Р.Х]. 

证 明 设 k€C>(M,,R), WJ 

[[„Х\,/„Х»],‹›В= (f, Х,),‹› (fy Хо) В (f. Хә) ОЁ» X.) 
=}, СХ.) (Ў. Хо) в f, É (X), (Ў. ХВ 
= (X) (РХ) hof— (Xe) (Ў X ) hf 
=(X,) (Xaho f))— (X) (X: (Во f)) 
=[X,, X,],(he f) = ў,,(СХ., X,],) hs 
+E, f [X,,X,] =[f,X,,f.X.). H 

定义 8 BEV АР 上 的 ma 维 向 量 空间 . 如 果 在 了 中 定义 的 
“乘法 "运算 

Г, J:VxV->V, (X, Ү) э [Х,У], 

WE: 
` (1) [AX ruY,Z1=A[X,Z]+u[Y,Z], ЖАУ 

(2) [X,Y]= —[Y, X], X#E; 

(3) СХ, (Y, ZJ1+[Y, [Z, XJ1-- [Z, EX, J] =0,Jacobi fi 
Ж, Л, EF, X,Y, ZEV, ШКУ, Г, RV жЕ 
的 Lie 代数 或 Lie 环 . 

注 2 从 (1) 和 (2) 立即 可 推出 L224 7 А18, X1+ 
u[Z,Y], ЖЖ Кей. 此 外 ,如 果 域 了 不 是 特征 2 的 , 则 由 (2) 得 到 
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[Х,Х]=—[Х,Х],2[Х,Х]=0,[Х,Х]1=0(ЖФ 4). 

013 izgnan, В) = {А= (214 29 n ВУР), тави 
ЖЕ 上 的 п" 维 实 向 量 空 间 , 令 

ГА, В] = АВ—ВА. ИИМ о 
容易 验证 (gl(n, В), Г, 2 ві(а, В) 为 实数 域 及 上 的 Lie 
代数 , 称 为 全 线性 代数 . | 

定理 9 设 L(G) 为 CLie 群 G 上 左 不 变 向 量 场 的 金 体 ， 则 
L G) 为 实数 域 R йуп Еа], ЖН Р Lie 导数 运算 
г, J, (се, ， 用 或 L(G) 为 实数 域 情 上 的 nn 维 Lie 代 
数 ( 称 为 C" Lie 群 G 的 Lie 代数 ). 


证 明 А, jER, 生 ,YEL(G)。 由 定理 8 和 $3 定理 6 得 到 


С.) (АХ + UY) =^4(1„)„Х-„и(Ш„)„Ү=АХ-+нҮ (аєб) 


(La) [X,Y] =[(La)xX, (La) Y]=[X,Y], ' 
由 此 推出 АХ +uYELCG), [X, Y]EL(G). | 
此 外 ， HT T.G 的 一 个 基 {(ХӘ,»„|# =1, ..., п), 则 显然 {及 ,| 
(XO)s=(L)re( Xo aEG, i =1, 1 n} Ж. L(G) 的 一 个 基 . 事实 
колхо, мев, M o=(272x.), = AGED, 于 是 
=0, i=l, сул, ВХА, уп) iy osem. эу 
H, IHE XEL), X,= > x. Jo M| Х„= О GO. X, = 


(Ls n (бао) Ула. = (рх), ‚х= 


YX ACR, LiL, уа} LORA, TLO) 
Ж-а 维 向 量 空间 ， 7 
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最 后 , 由 定理 7(1)(2)(4) 推 出 L(G) 满足 定义 8 中 的 条 件 (1) 
(2)(3), 所 以 它 是 实数 域 及 上 的 一 个 Lie К + 

例 4 由 第 二 章 8 1 例 4,n 次 实 一 般 线性 群 GL(n R) Жл? 
维 C"Lie 群 (也 是 C*Lie 群 )， 如 果 用 


了 列 
0 tt. 0 .`. 0 
Е,,=|0 … 1 = 017ү 
0 0 0] 


RTRW 2, z 为 QLC, RR) 的 整体 坐标 , 则 CmLie RGL, 


R) 上 的 切 向 量 ST а, FD n Wr y 
i, j=1 í 


表示 , 但 此 时 det A 可 为 0. 
现在 再 来 看 由 g 所 决定 的 左 移 Zosz 一 >gz=#， 这 个 映射 的 
Jacobi 方 阵 的 系数 是 


дй Jir l=), 
| a 2 Doutu)= 1%}. 
因此 , 在 单位 元 素 上 的 切 向 量 4 所 决定 的 在 不 变 向 量 场 为 


х,-( 33an )= оше 5 е) 


k=l k=1 
94= (оңу). 


如果 Y,=gB= (Хь) (B47) 是 由 单位 元 素 上 另 一 切 向 量 
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B ПЕЛЕ B5 ZE 1+ YAE, Wil 
го D ( D (e ieee ar) ar 


$ j=1 keii 


== > (>e зма, дшн ә_ 


721 ёш! 28 | 


| = (> (Gabi — Ваа) y 


令 gu Òi; 即 g= =TI,, mi (ai) = In А=А= (а;;), (8,5) = (ООР 因而 


[X,Y] ,= s (> (aa bi — bit) = ; 


á, j=1 `1 


LHL, Y] 是 由 方 阵 AB-BA Бар, 例 3 和 
上 面 的 计算 表明 ， Сі. (п, В) Lie 代数 810, R) 与 全 线性 代数 是 
同 构 的 . 


ЖЗ ОЗ 200), (0) =, Ж z' (0) = A, ШИН А 
决定 的 左 不 变 间 量 场 Xo= (Бр), ,А=#- (0200) lino gz (0) 


= 94. 
定义 方 阵 的 指数 映射 41> е^ =ехра =I Уят 使 我 们 可 


以 具体 给 出 由 4 所 决定 的 左 不 变 向 景 场 的 0” 1 ек В, 
先 证 明 指 数 映射 的 性 质 , - 
引 理 3 设 4 为 有 % 阶 复方 阵 ， 定义 „27 


её --ехрА=/-+ g. 


mæl 


» 119 = 


Ri | 
(1) 上 式 右边 级 数 当 3 在 С" 中 一 有 界 集中 变化 时 ， 它 是 一 
致 收敛 的 ; 

(2》 指 数 映射 А> е^=ехрА 为 解析 映射 ; 

(3) er4Pr- ‘= Pet P; 


(4) detet eT, 这 里 4= (а,;),ТгА= Элан Ж АЖ. 因 


而 etEGL(n,C)， 如 果 A 30 n ЗУ, M dete2>>0; 
(5) 如 果 АВ= ВА, Ш] е4*#=е^-еВ(<= е5. е4); 


| 0 0 0 0 | 
o (6) RAslo qp В op АВАВ, e*t? zeto? 


(7) е=1І,, ет = (е) (Him dete4s0); 
(8) Wez(t)=et4=exp(tA), t€ R, BI 
| OD s(t) -AC=A:z(0)): 
(9) #1 А7 —А, е0 (п) = {BEGL (п, С)|Б'В= BB: = 1) 
(HARR ARE). 

反之 ,车 BEU), WEHE п AIE A, 使 ~ 一 4 B 
B= -e^ 

(10) 如 果 4 为 % 阶 实 方 阵 , B. А' = — A, W| е4ЄО(п)* = {BE 
GL(n, R)|B'B=BB' =I,,detB>0). 

反之 ， EEEO, MERE n ЗУ А, 使 4 一 4， 且 
B=e4 

证 明 (1) 4 中 元 素 的 绝对 值 不 超过 M, RN A= (a, ) B$, 
lanl <M. JARE А” 中 元 素 的 绝对 值 不 超过 am М", 又 因为 


уо" ikat, MRM Lt 512 Ek ti RE В. 


= m 
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(2) 将 ass 视 作 自 变量 ， 显 然 A" 中 元 素 关于 ai ДЕ m 次 的 ， 
由 (1) 可 知 71 БА роже RK а, 的 收敛 的 震级 数 ， 


ik A> e4-exp4 为 解析 映射 
СЗ) 由 (1), 任 给 e> 0 存在 МЕМ, 4 n>N kh Н 


(РАР” (РАР-'у" в | 
Б < P. > e: < W 


І m! / 


x -lm А N m ` 
еа perp- ЕЯ ар тҮ p (r. Уат 
| eP- < |( r, : > ЕТ P(T, py \Р 


m- М 


w 
| 


A 


m=N+l тама 


А se->0 得 到 ertr = Pe4P-1. 


- ду. * 
(4) ERTER # RH, fr fen i yB P. А P КА Р, 
0 А, 
其 中 力 为 4 的 特征 值 ， 5--1 ma。 于 是 
A уз (~ )~ 人: ) 
dete = dete `? 22 一 detpe `° 和 =dete `" in 
e ж | | 
= деў |е ея ел" Ав еттй, 
\0 е?» } | О 


(5) 如 果 AB = ВА, M 


аав САУ В)" SA СК, АВ" Е Ce с АКВ” 
° 221 m! -5D m Sim HT 
== ~ EN ee 

(Ат , 


由 (1) 保 证 了 最 后 第 二 个 等 号 是 成 立 的 . 
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(6) 直接 计算 即 得 . 

(7) EAR e= Int ш най l 

e4.e-4 一 B4+(-4) — =I, wet (et). 

(8) 设 tE(—a,a), maya gyms А" 致 收敛 性 知 ， 
对 可 逐 项 求 导 , 故 

о d і" Д" m A" а tA”! 

т) a k 
==т({)А, 
(9) 由 (1) 和 (3) 中 证 法 知 er =e. A, 


e4.(ei 一 e4.e4 =e T metta =е°=1,, A е?^Є0 (п). 


# BEU(R)， 则 存在 西 阵 卫 使 . 


е? ib; ТА 
S (бу ("y 
-r| `. y = Pe ШИРЕ ifn’ ~ 


Pt T 9 
etn) 


BER, j= 1, > 


ið, 
仿 A=Pl `. P', 显 然 4 =A, 
iðn 


(10) HODA YPE e” =e. 于 是 ， 
et- (e4) mefe met сей 0 ne In, ik е^Є (лп). 
老 ВЄО(п)* ‚ 则 存在 正 交 矩阵 P ë 

fcos0 一 sin0， 


sin0, cos0, 


cos; — sing, А 
B= Р Р 
віп 6; cos; 
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созбу, —вїпб, \ 
| 


siu@, cos; 


0, 0 | 
Ü — 
= P-exp 0 ехр В 0; р 
0, O | 
о 20. | 
0 
0 — 6, 
0, 0 
0 6, 
=ехр| Р И P' | OER,j=1,.,n. 
0; 0 { 
0 
0 
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0 —0, 
А=Р И Р! 
hi 0; 0 | 
0 Í 
0; ` 
0 一 日 
0. 0 
0 一 0 
= " Р', 


显然 4 = 一 4. Ф 
现在 , 我 们 就 可 应 用 引 理 3 给 出 由 4 产生 的 GL(n, В) 上 的 
EDH ЕШ X, = gA 的 С° 变换 的 工 参 数 群 六 .过 单位 元 素 的 


X Юй 20) =е'4=ехр(аА) =I + 51274", кж 


m 
E28)4,z(0) =I, 
因此 , MERKI h(g) = де. WRL, 
h (g) = де? 91, 0, 
а р d tA = mot A 
dt (g) |= = q (9 )|.= = ge'4A|,- = gA= Xy 


h, | (g) ge +A := дех ett h (ge*A)-- h,och,(g). 
. 124 * 


例 5 J 3 18 D HE BJ O(n)2 GL (n. R) в" 


维 C"Lie TRE. Б I, 处 的 切 空间 7 (O(n) ) RET, (GLC, 
8) ) 的 子 空间 , 下面 可 以 证 明 2y， (О(0)) = (АА' = — A). 由 此 重 


新 得 到 Опово Ж T (0n = EP, 

如 果 А'= — А, А 29 n ҮЭ ЭУР, ЙИШ 51ЖйЗ(10),е'4ЄО(л)*, 
eA е аен А|, = A, К АЄТ,(О(л)), 反之 ,车 
z(t)8€eO(n)t,z(0)=T,,z'(0)= AET, (O(n)). ШГА'-+-А=х'(0)” 
To (0) = Га С) OER ORLONO 
1,1.-0=0, FÈ А'= А, 


现在 , 我 们 给 出 [, 切 的 另 一 表达 式 ， | 
定理 10 (М, 2) ув О“ WE, X, YCC (TM), hk, HY 
的 Cr 局 部 工 参数 群 , 则 


_ 4 
[X= eK 
证 明 在 PEM 的 局 部 坐标 系 {zj 中 , 设 = Pat = 
ҹы а p = (h: 
у= Ургаа =. Ml 
GDX j= Ch) sin тА эш 


Жаш» (y) Хав у 2. 
= Јев.) DE Da 


де (А, (р)) | = Св. (p) a' la = —У(р)а*, 


. f25 > 


d зерур) 
р") =b: (p). 


所 以 ， 
4 әт, 9 
站) o= 59: Ср) L L= 351 (p) 
和 
4 ы j ә 
q ho. bo 2 ата (А. 1) |, „н hij 0 5 了 27 


т | _ | j 
4- 5) аА) |, еМ, ,= Se 和 


s 4=1 1=1 
_ [< дЬ! _,;да? _ 
- >| >a әт? -ьа ууа іх, Y]. + 
例 6 应 用 定理 10 重新 计算 例 4 中 的 [X， 了 如下， 因为 
L,(z)=gz,h,(g) =g-exptB,Y,=gB, 设 右 移 Ro В„(ж) = zg. 
M RoC) = (4), (В) к(а" (Ф)) =х' (4), FÆR, (I, =ехріВ 


CX, YJ, =E) X iso (Вов). X avcm) leo 


dt 


d 
Ji (Pervez) xexp(— tB) -A)| = 

= (exp(—tB). А. ‘expiB) | ,=0 

= АВ BA=:[A, B]. 

最 后 , 我 们 不 加 证 明 地 和 叙述 两 个 重要 的 定理 . 

定理 11 ik M JnR, UCM HHE, Xpo, X € 
C7 (TU), EX (G), s 于 (2)} 对 所 有 的 xEU 是 线性 无 关 的 . 则 

在 UV E, [X X] =0,. 1<i<j<k<—%Hffil p€U, TEHE p 
ПОЛА БКА (Оо, p), {НЕЗ U CU BX = 
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55 2 1<i<k. 


证 明 (<) 由 定理 7(5). 
С>) 8] ГРаіаіѕ, R. 5. апі Terng,C. L. 1. 4. 2. Theorem]. 
| ` + 

定理 12 ZMH nyk WE. E AMEP kf C= 分 布 ( 即 
E ТМЕК k B; С" +A), M | 

(1) EXE , ] 是 封 朵 的 ( 即 对 任何 X, YeC=>(F)#8 ГХ, Y] 
Єб°(Е)); Сг) ре М, 存在? ЈГ U йу e КАС" 
Ила Xie, X, 使 得 IEU 的 纤维 召 . ЖЕҢ {X (а), 6, Х„(т)} 
张 成 的 ， 且 在 乙 F, (X,G),-, Х.С) s ТАИТИ (Bit 
[X Х;] 二 之 jn f. ЄС°Ф,В)); 


<==>(3) 对 任何 PEM, {ЕЕ p НЕН, p), THER 
N= {qU | rti (q) = 04t, а") = с") 


为 如 的 积分 子 流 形 ( 即 7,N =E, ENB ar 3 R B.) - 


ЭД, Й 
证 明 ”参阅 [ 徐 森 林 17270-18010]. + 
注 4 定理 12 dh, (1)>(3) 或 (2)=>(3) 称 为 Frobenius 
定理 . | 
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第 三 章 ”外 微分 形式 和 Stokes 定理 


第 二 章 引 进 的 切 空 间 和 切 从 将 使 更 多 的 代数 构造 渗入 流 形 ， 
从 而 使 流 形 进 一 步 代数 化 . 

Š 1 讨论 张 量 从 和 0* КЕ, ЕТ O> ВС" j BE 
B. Š$ 2 研究 C” 反 称 协 变 张 最 场 即 С” 外 微分 形式 外 微分 运算 ， 
并 介绍 将 微分 拓扑 和 代数 拓扑 密切 相连 的 著名 的 de Rham 定理 
列举 的 一 些 例子 与 数学 分 析 紧 密 相关 而 且 是 很 有 趣 的 .8 3 根据 
向 量 从 的 定向 ,用 % 维 С” 流 形 切 从 的 定向 性 作为 流 形 (下 ， 急 ) 的 
定向 性 ， 对 于 定向 菠 形 下 ， 利 用 单位 分 解 可 定义 对 次 С° 外 微分 


о HE n ñ: О” 定向 仿 紧 流 形 上 的 积分 |-.o. 引进 并 的 "一 1 ЯЕ 


C 边界 流 形 ӘМ 的 诱导 定向 流 形 3 玉 以 后 , 我 们 就 可 得 到 极其 重 


要 的 Stokes 定理 КТЕ (го. 


51 张 量 从 和 C KE 
EPES 2 B| 7 中 已 提 到 了 一 个 向 量 空间 的 对 偶 空 间 ， 这 


-- 节 将 详细 讨论 它 , 并 引进 张 量 ， 张 量 从 和 С* 张 量 场 等 概念 和 证 
MA RER. | | | 

定义 1 Уп Е, 2 V*=9|0:V—R 为 线性 
函数 }. п, 7EV*, AER, З S (0+n)XX)=0(X)-n(X), 
(20) (Х) = 40(Х), ХЄҮ, 5,0-1, A0:V— R 为 线性 函数 ， 则 
05-1, А0СУ*. DEV, 十 , 数 乘 } 为 及 上 的 向 量 空 间 ， 称 为 六 的 
对 偶 空 间 , 称 0EV* 为 协 变 (或 余 ) 向 量 , 称 XEV 为 逆 变 向 量 . 
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定理 1 0 ‘е; | ф=1, +, п} V 的 一 个 基 ， е! :V—R, е'Є 
V*, Н.е‘ (е) =ô}, li| (e | ф= 1，…， п} V* 的 一 个 基 ， 称 为 {er 
| 7 二 1，…， 4} 的 一 个 对 偶 基 . 


证 明 设 Dhe =0, AER, i=1, n, Wi 


i=] 


Жр )ep= Ад = j=1, n, 
Ni=1 ; ppup 
с (е = l, 0 是 线性 无 关 的 . 


此 外 ,对 任何 9EV*， р» scene (e= >]0(е)8} = 


Ole), 所 以 6= 216(ei)e'. 这 就 证 明了 {er [i 一 1，…, 人 0 为 7* 的 一 


个 基 , 从 而 V* Ууз 维 向 量 空间 . # 
Їх (8,121, 5-5, ny ЖУ у 438, 它 的 对 偶 基 为 (8 |; = 1, 


| І тъ т 
п), ВАК Је Ў усе, e: = die; Вр 
j=l 


j=1 


(aA fer eÑ e fe\ т di fe 
Ui | : L 
ё. ске спі Nen en dh = ЧАА 


На ЖЯ Ср, PR C= D '. 
it AGV, 则 


п n n лі п п 

-i5 Yi Ni Nijs ji |a 
> аё: X = > ate, == > a, > dë = > (2 йа, 
j=1 | i=l i=l і=1 і=1 i=l 


n 
a= Didia, 
£= 1 
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n 
. ба 


k,1=1 
ap 
Ё ... AY cl ... 
AT e НАТ ЛЕ 
Ж G= =D', Аў=4), = 
5 
ё! а! 
gn \di 


Ж) D'. 
设 8eV*, 则 


5, 0= >, ei `= >e, КОЕ: 
71 i=1 


9;=0(е;), 0;=0(,), й; У!с:0;, 


i=] 
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1 


5 \ ев.) { BI, 


Н Ë - - H 
ð ele -| 


EEA С = D, 而 {0 和 {5,} 分 别称 为 协 变 向 量 关 于 基 {e,|i = 
1 {е*|#=1,++,п}П{ё,|# =1,+е‚п}, (27121,55, п) 
分 量 ， 由 此 可 仿照 吉 典 切 向 量 的 定义 给 出 协 变 ( 切 ) 向 量 的 定义 . 
定义 2 设 映射 
0. V*x<x-... xV*x Vx... xV—>R 
为 偏 线性 的 , 即 对 任何 W: Є, X,,Y.CV,2,u€ R 有 
OW Иа, АИ BU, Wants V. X i, е, X.) 
= АӨИ, ==, Wio IV Wants W. Xt Xa) 
-H UIW p И, л, „ИЙ а, зе, W. Xi... Xo), 
OW iee, W ; X... X. AX uY, Ху. ‚++, Xa) 
ДСИ, н, Ws Xi. Хр, X, Хур Re) 
HIW p, Wa X... Ху, Ya Хо X) 
则 称 9 ЖУ ERC, SEKE, > 为 其 逆 变 阶 数 ，s 为 其 协 变 阶 数 . 
(7,0) 型 张 量 称 为 + 阶 逆 变 张 量 , (1,0) 型 张 量 就 是 逆 变 向 量 ; (0, 
s) 型 张 量 称 为 s 阶 协 变 张 量 , (0,1) 型 张 量 就 是 协 变 向 量 ; r,s 
>0 时 ，(r,s) 型 张 量 称 为 混合 张 量 ; 为 方便 和 统一 ， 规 定 实数 为 
(0,0) 型 张 量 . О 
ж{е{|4%=1,+,л} ЖУ ШЖ, (eli =1, +5, п) РНЕ, 用 为 
(е, 121, є, n) 的 对 偶 基 . & Oii =e, о.е ef 
es) ат ДУ (Өй ЗӨ 0 关于 基 {ei1i==1…，z} 的 分 量 . 
We li=1, n) Ж V 38—06, {Bi 一 1,…,n}) 为 {Bi 
= 1,55 2} 的 对 偶 基 ， 则 分 量变 换 公 式 为 
дут =O (et, езе, е.) 
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ПЕ n : n . п 
— У! i ph 5 i, pire >, l; ... > | l 
= 0, d. e t, , du е r"; Cy , сег) 
k=l ~ k y=1 171 


1-1 


т 
— 1 i РТ! PF13551 
= le... тсс е 
>; di! боз! сб 
дуову] 
Loss Га 


逆 变 向 量 和 协 变 向 量 的 分 量变 换 公式 恰 是 这 公式 的 两 个 特例 : 

另 一 个 特例 是 双 〈 偏 ) 线性 函数 6: ХИВ, ig (eli=l, 
…, 8} 为 也 的 一 个 基 , (2,121, 0) 为 卫 的 另 一 基 ， Ө, 一 fei， 
е;),60,;—0(,,ё,), НА X, YEV, 


aX, ее, Zve )=5] Ө, a: bš 
i=l 1=1 i,j=1 


Ou ee a b'\ 
= (а!, +, of- | : |, 


ЖЕ g / р" Í 


п. 


B. = Dy ere 
(8,;) =C(80,;)C', 
PEERI (0, ) а. | 
由 张 量 的 分 量变 换 公式 和 切 向 量 的 十 烘 定 义 方法 立即 可 给 
十 典 张 量 的 定义 . | 
定义 3 ROV 为 所 有 (r,s) 型 张 量 的 全 体 , 而 ©! У, 
"=V*, QV R. HF 0, рс)", АСВ, 我 们 定义 
OHW, W; Ris X.) ӨР, W. Xi... X.) 
СИ W; Xante Xe), 
ADW e W,; XI, XO) 
=A:0(W,, ө, W, Xis "ө, X), 
Jürh W,€V*, Х,ЄЎ, BAOEN AEV MOV, +, ҖЕ} 
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形成 一 个 向 量 空间 , 称 为 关于 的 (7, s) 型 张 量 空间 . 
易 见 ,0 十 7 120 ЖЕЖ (е:|2 1, 5, п) н 
(@ пу) ЯП САВУ) 
定义 4 Бөс, Еу”, RELER 
Сноу x 0252 Gtr ratsy 
‚ (0, 7) 1—> b&n, 
(GCONI ОЙ, Wr Ху, X, +s) 
= Ө(И., +, W, Ki, X, ) 
人 到， 
其 中 W,€V*, Х,У. К, OnE tey, Н 0591 的 分 量 
为 
OO ушын бунт зн. 


ч Jaj tsz 


从 定义 4 立即 得 到 
(0,4-0) Gn =0,@n-+-0,6n, 
OON 72) = 6091, AEON, 
(40) 697 = 659041) =A), AER, 
(007) 9 — 0@ (п), ШЕ 069769. 
但 是 ,0 的 7= 7 的 0 不 一 定 成 立 ， 例 如 : 令 (е) =1, i =1, 7, n; 


1l,i=1, 
п(е:) = 2,4-9, W] (0691) (е, ез) =0(e)n (es) =1-2=2, 而 
0,2223, 


(27600) (el es) = 1 (е,)6 (е) = 1, Мт 09275160. 


定义 5 设 S7=- Ф Br- f SI KEreEGreF, 且 除 
+,8=01 


有 限 个 "外 全 为 0), у OF, т, 8220 BREM. T, 
易 见 
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{6V = Ф O T, 数 乘 ， 十 的 } 
т,8= 0 


关于 数 乘 和 加 法 形成 一 个 向 量 空间 , 关于 加 法 和 他 形成 一 个 环 (9 
不 可 交换 ), 则 它 为 实数 域 R 上 的 一 个 代数 , 称 为 关于 六 的 张 量 代 


ж. ECOV, AR, +, ©} 形成 此 张 量 代数 的 一 个 子 代数 ， 


定理 2 设 ies|i 一 1,…,) 为 n 维 向 量 空间 VV 的 一 个 基 ; (e' | 
i 二 1,…, Rj} 为 V* 的 一 个 基 , 且 为 {ei1i 二 1,…, 介 的 对 偶 基 ，{e!* 
上 三 1 对 为 了 xx 的 一 个 基 , 它 是 fe'1i 王 1,…,?} 的 对 偶 基 ， 则 

{ex Q е? Wen DDenl|lSi, ir jo s J n) 为 
бт" 的 一 个 基 , KAMOV A nts 维 向 量 空 间 ， 此外, ОСО" 
可 表示 为 


ie; 
Jore jami 


n 
0= D Өте. е Die. 
: =1 


т 

证 明 设 У! Ат ех +60). Сәе бе) бе =0, 

и. | 
ПЕТ! 


则 0-=0(е*з,+е,е*туе, t er) 


ЧЕТЫ 


Сы 


т. 
4 5 Ayer O DeD Gen] 


“ (e'":, °... ейт; es 7, е.) 


- п 
== ins Е 2,57, je — АКЕ 
= 
бобу] 
jis ja | =l 


ISk, es krs 11,9, T, Sn, 
| 从 而 OMOLU Deiter’ | ISi бе, і,» Jis с, J | <n) ZE 
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对 于 任何 0EC9"V, 因 为 
| 5) Өе 9)... Der Ren 62 naer) 
poi 
(еб, e, ебе, te е) 
= 0717 = er, e, er; er "s e)s 


пъ 
Ж 0= Ў] Өтек)... Сек Qen еі. 


tsi =1 
Ji 一 


综 上 iR, eF ORe Се). Oen] Ki, +з, in 
ЕА Aik, + | 
定义 6 У, A n ЯЕ р, 21,2, ШАВ ЕВА У, 
”一 了 ТИЛЕКЕ 2 НЫ 
а ү > 0. Z*0, 
Са") (Х.Х) СХ, а Хә, Ху, XV, 
Ж .6*08€G9% V, ЕЕ Ө 的 偏 线 性 ， 因 为 
A (A0 + n0,) (Х,, +, X) = (40,40) СЫХ, X.) 
А0, A Ke) + Oa (Ху, ei, aX.) 
= (AA *0,4- ша *0,) (和 天。)， 
k -zx(40 十 Hg) =А*0,-и*0,, 
01, EQF, А, 1ERR, 即 .x* 是 线性 的 
定理 3 ШУ, Vi, Vas Va IA n, nis no, na 维 向 量 空间 . A: 
УУУ, ZVV; 为 线性 映射 ， ll 
(1) A (0,@0) = A 0D" bar 0 E6” "Ёз, 026 e” ‘Va; 
(2) (Idp)*=Idg"*r; 
(3) (BA) = A* GB +; 
(4) 设 {ei|i = 二 1,*…, 0) 为 V В, (e: 1 уп) ЖН 
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Ж, {naij lyes пз} 为 Va 的 基 ， {7?13:=1, °... п} 为 其 对 偶 基 ， 


Ба o ` ng | 
Уен. |*= die, B 0= У) бду? 
i= jponja=1l - 


d*o УЗ | 5 Асса 


(5) ф.о: >V, 为 线性 同 构 , .fl И У, 为 其 道 ， 它 也 
是 线性 同 构 , 则 081 Ga 18, ni = na =n. | | 
Ш (е:| 11, --6, п) V ПЕ, (e'|i=1, een) 为 其 对 偶 基 ， 
{е1* |21,5, т) leili 1,56, п) ОН. WJ (0 eli = 
1,6 п) Уз 的 一 个 基 , in li =l, n) Зр ВУНЕ, (ni li 
=en} 0 (901—1, 5, пу НН С, НАВЕ V Vi 
导出 张 量 之 间 的 映射 
О) ROV, 0-э.07*0, 
ТАТА КР ӨРТЕ y e W 3 
AX AX), | 
其 中 .ergEGQrs 是 由 以 , а" 线性 和 9 的 偏 线 性 得 到 .类 似 定 
SL 6 ，og* 是 线性 的 、 则 еў, о/р et*. Së 4 КОР 
(1)(2)(3) 有 
A * (0 ,(2)0,) = of *0 CYA Oa 
(14,)*= Іа", 
(4 4)* = -AAAS 
(0%) 71 (A). 
з, OUV OV: 为 线性 同 构 , Н. 


eoe È HEE IEA OL HESL E om) 


п. 


= ПЕТРЕ: лож ој... el 
= > Өре 9-е Се?) Се! 
НЕ "rir=1l А 
ўро | =1 


证 明 (1) 2 * (0,6002) (X i... X...) 
= (0.600 D CX. Хх, 
=0 (1X, ‚её X.):9.( X, Х,а) 
= A*a X e X... ӨХ, Хо) 
=(.Z*0,@.Z*0,) (X s Xos) Ха, ХЕЙ, 
故 20% (0,620) = A “DA Da, | 
(2) (14,.)*0(Х,, --:, XD = 0 ddr Xi. Id X) 0(X,,:::, 
X),X,, -—XK,SV,i, К (ld,)"0--0=l14;" (0), ШШ (14,)*= 
Id | 
(3) (BA OX, ++, X.) = (HB AX, a BAX) = 
BO A Ks AX) =A BOK Xe), (AA) =", 


(4) den= ned =n | Pata =P аі} =d = 
i=l i=1 


(Saio ео, 故 м" = $лйе'. 
i=l 


\iel 


A*0= 2; Өз dN OOA п? 


并 
п, N 
= È (аен }®--®( È е") 
“j=l ij=l i=l 


> ` dh...di 0; mj eRe. 
1 4 s 


(5) AODA), Ider, = (Id, )*—= Ga 1.4)*= (aZ 1) ай ®, 
同 理 有 Іа зр, 0 (4071) *, С) = ай) *. 

(+9) (е) =n (ез) =n! (пу) == e (еу), Шт =e. 
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(2 *1%*) (е2) = (80% el) = п%* (7) -—-д{ = e * (е), 
则 .of* 207% =е?*, + 
定义 7 设 ё={Е, М, т, СІ (т, Ё), К", ë) 2) C* 向 量 
NX. & 
"Е = Ú @”°z,, 


rM 
其 中 Со", = (0|0 为 向 量 空间 盏 -的 (>, в) 型 张 量 }; 投影 ri 
QEM, Ш лов, =, z€ H (第 二 章 82 例 7 为 特例 ， 
E* =E), TP 
(BP = (пт Ua), (р) Dx Uo), Va) EE), 
Wi ay U) Ux ORSU В" 定义 如 下 (参阅 定义 
和 定理 3): 
{е} В" s g te fr} x R", 
(z) В" ° (0; 1.9% =@Ф 27 ar Е, АДН (z) < @”=" R" 
IR I 
(z) x Е" (z) x R" 
这 里 ， (z, b)= palpa |. (z, а). = (т, gaa(a)a) gala) R" > R" 
为 线性 同 构 . 设 ,为 相应 于 矩阵 ggs(z) 的 线性 同 构 ,{ei1i 一 1 
m) A В" 的 一 个 基 ，{e: |i=1,:--, т} Җ (e,li=1, +, т) НЕ 
Ж, er*|i=1,--, m)39(et|i=1, =, m IHE, (әле, == 
т} 1, 55, m bA Е" О, Е 1, e,m} (m li = 
1, …, Mm; 的 对 偶 基 ， 而 {ni lisi, em} Жр [| =1, m BU 511 
Ж. 根据 定理 3 ор е", ае" еў". A 


£e M di ~- dm fe, 
: \ : 4; | : , 
Lem Nm dm "° dm ет 


T +з 
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则 Уве 0 ae, J= ула Ddie, 
= 1 “t=1 7 i=l j=1 
m m , AS 
(аи), 
4=ї ` i=1 
кү уй + ат Ја! а = dh 
: -|- юзер : |, е |" зе], 
paj ар ма" п... ат 
е! di + da /n' er* cl =- cT /ni 
:= 
е") \4т ee dad AQ. Хетт ст cn Cal т" 


И? m 
а > а ааа 


i=l 
И 
AE (hareli as) 
ir=1 31 j=l 


== > ( > сіні 4Иий си) 
ki” 


ig эйк=1 АТА: 
Jue ja =1 liso ја 1 


e Qe еб" Oet, 


т 


Ө фт = > | cii ерау da Bia Ж 
i ks b E= 1 
Ipu t = 1 
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Bize >) адне сн, 
显然 这 表 示 为 外” R=- >or R” [ку #% WE I 40, #H hx BJ Е D£ 
ЄСІ((тт**, R). іх 87° 为 由 (8@…) 唯一 确定 的 GO” ° E 的 从 图 
WE, 则 称 | | 


"EE= 1G@7 E, М, л, С (т, R), R" 
H E Cr, 5) С" RRA. 

+1 如 果 令 Х„=ф„! lele), Yir= рр lle), Ш{Х,„|? = 
ipee m} fN Yili =l, 55, т) 0) E, 的 两 个 基 . 从 上 面容 易 看 出 
E, 上 同一 个 (z, s) "жи 分 别 关 于 基 Ү(Х,„|1=1, +, т) 和 
(Fili =l, т} BL (00: 18002: > җе. 面 
已 得 到 的 关系 . 因此 ,今后 类 似 的 情形 , 按 后 面 的 观点 论述 要 方便 


得 多 . 
Yiz с} +; cN [Xia 
: =f +. : , 
Ymr емсе САХ, 


则 Slby,= X, SlaX i Sa Sa, 
j=1 i=1 i=1 j=l 


T +3 


‚ 8) 


„ЗҮ уы» ae, 


b! di … dm\ /a' di = d; 
3 =f». | E |, бр) = f | 
Б") ав .人 om dp ал 


ЖШЖ{ХФ|Ф=1,. em} HXi =l, e т) На, (Yil 
i=l, т) A Yili =i, … 9 的 对 偶 基 . 于 是 ， Е. EC, s) 
型 张 量 9 RFR (Х| 1,5, т} (ӨТ ) MEFE [Yio 
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i=l, e, т} ЛУМ (ghi ) 之 间 的 变换 公式 为 


m 
Birni; — i 1 kis k 
Өз =, 2 аре Cy huy. 
kr 
la! 


其 T T 2 U, U, kim O° 国 数 ， 反 之 ,如 果 С* I БОА š ў 
是 本 注 的 各 条 件 , 它 就 唯一 确定 了 一 个 张 量 丛 . 

定义 8 ОЕ 为 与 0' MEA éH RA (r,s) W O 张 
aA UCM. ЖЛЕ 


ё:Ш——> E= | | DEn 2> 0, 


TEM 


为 品 上 的 (7, 5) 096038, U 称 为 它 的 定义 域 ， 如 果 0 为 C"( 连 
续 ) 截 面 , 则 称 它 为 U 上 的 (r,s) 型 C"( 连 续 ) 张 量 场 ; ШЖ ОСМ 
HFR, WU LH C*(1<k 志 中 截面 9 为 U 上 的 (r,s) 型 C* 张 
Ж, KAEA Elo). 

我 们 特别 感 兴趣 的 是 与 2 维 0” wE СМ, Z) 的 切 从 £ = 
{TM, M, xz,GL(n,R)，R"} 相 联系 的 (r,s) 型 0” KRAO E= 
(QTM = (|Q TrM, M, m, GL, R), RY"). ЖЮ, 

EM 


Хер! (е) =), Уо l (e) = 59 MOT M= 


{010 为 了 点 的 切 空间 тм йит, OR, Bigz G TM- 
M, 使 得 mile" “m = В PEM. 由 


2 Әг! ... Әх" 2 
2#'\› oy g'] /ar'is 
2 Әг... Әх" -9 
20" р gz" gz” eg 2z" |> 


ноте 下 | Уреда, A 
j= 1 了 


. 14I ° 


"Чы ЕГИ ... 2y' | 1 oy су 

b Jri Әх" Ë Эт U да" 
=. : Gag (p) = ыы А 

b? ау" .. oF а" ду" ... Әй" 
Эх! дж" ға) Эх! Әх" PaP?) 


1а ToM 的 对 偶 空 间 为 2; 3, 称 为 余 切 空间 , 它 的 元 素 称 为 余 
MAR, TM= |] TM 称 为 余 切 从 ， 它 是 切 从 7 了 MH KAEA. 
меат рана 3 
Byggd, 17е КОМЕ (da [12 =1, е, n), \59: 
|+ = |, з, n) ЖИЕ (ау! PIK=ə= п}, FE, TM 上 的 (7， 
s) Jak 0 ЕЗ 2 | lisi, = ДЕЕ ОК + ) 和 关于 基 


Ју 


lib Kuku u ua 


гу‘. Әх‘, 
其 中 3 和 3 


在 局 部 坐标 系 (D0。, фа), (2), OERD TM 可 表示 为 


别 为 Ф.О. NUA g (U. 0) Ево С" AR. 


м, Ө ** 
Ө — > Ө ‚дї = Q-Q ir байа". 
Фрер © И ， 
Зое ја 1 


定理 4 iz (M , D) уп C” 流 形 , 则 
(1) 0 AMER (т, =) 型 С*(0<Ё<соо) 张 量 场 所 > 对 任何 


(U, p), (z)€@, 0,= > б 25 20). Q2 **@ 
Е фр т" 
jl 


dri e Gde, pEU, 有 05. ў" EOrU, В), 


(2) 9 为 对 上 的 (7， эм С° 张 量 场所 > 对 好 上 的 任何 с- № 
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恋 切 向 量 场 W,, *** 
W, X, 


证 明 (1) OMO TMA САМИЯ EAU, p), 
{ж*}Є D, x> (т; (ит ep ''(a)) 是 


s Ct Жс H tEh (U, 
Ф), (1 ED, Os EOU, R) 

(2) (HAU, p), (z')6€ 2, f: U rh 

ӨСУ, W,; Xi, X.) 


п Е д ** д ** | | 
= > Өй — 的 二 一 一 Зана) 
ба er! QZ 


А W, 和 2” 道 变 切 向 量 场 X, `... X., 0(W,, ... 
"3 X,) ZJ M |. С° РАЖ. 


k =l 
п 
УЛ ач ә o У! а >) 
11 , 
; 92 л dg's 
— qti l 
= р> Ore ес niat, 
“k=l 
r „i=l 


шй), ӨЛ Cr е, ба, а", ө, aEC™(U, R), ik 


ACW, е, W, X, °... X.) IM 上 的 С° ЕЖ. 
(<=) HHE PEM, WU, p), (2) @, 使 ET 


. | 
Y | 3 9 Na 
ө = ol dvi! ... dzi: — 0 ***, —— жж у, .. 
ijl 


9 жж | j ... j 
的 可 Odro dari. 
AMEE 3351 构造 С" HEAR W, 


Wa AIC? i 
变 切 向量 场 X ,, -- 


tX ss 使 得 У; |у =4z:, х; =s 7 ==1,+е,н, 
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ИША ЛА ЫТ ЖЕЛ АЛ 


Ө» =6(4г, dain 28 2 


trs FUE "эзы 
=0(W, os Wag Ху, Ху) 
是 С^ 类 的 函数 ,由 (1) 可 知 0 ҖИМ Еф (т, s) 型 0" КЮ. ЖЕ 
定义 9 ШОМ, 2)3 n ОС” ЈИ, O> (T M)25 M k. C Jl 
МД ZTE, pa E Е | 
s 个 
ПОТ) ОРМ) >O (M, R) 
是 偏 线性 的 , 即 
ӨСХ,, Xio Х,У, X... X,) | 
= Р.Ө(Х,, ---, Xoe X.) Hg OCX tts Ximi Yis Хо, 
=, Xs), f, 9С6°(М, R), X,,Y,CC=>(TM), 
i=l, 1, S, 
则 称 9 为 (0,s) 型 的 C” 场 张 量 . 

为 了 证 明 C° 张 量 场 和 О” 场 张 量 在 某 种 意义 下 是 相同 的 , 我 
们 先 证 下 面 的 引 理 . 

引 理 1 1ЖХ,,Ү,ЄС”(ТМ),%=1, 3530 为 (0，s) 型 0” 场 
张 量 ， 如 果 在 开 集 志 中 , Х,У, 1,5-5, в, 则 在 UU 中 有 

(Xat, X.) =@Ө(Ү,,..,,Ё,). 

证 明 AUR Up, X, 0, WE U PER 0(X,,-.--, X.) =0. 
ER IHE yCU, ЕМ [їй С” Eq F, tE fig) =0 M Ў а-о = 
1. WM E, X: fX, 因而 G(X з, X,)] ,=09(fX,, х, Өе, 
X.)|,=f()0(X,,:-, X.) |: 0:0(X,,--, X.) |,=0. 

如 果 在 U 中 , X, =Y, ШОХ, 0, FEO, Xa Xa) 
—0(Y,, XX,,…, Х,) =0(X —Y,, X2, X.) 0, ВП 

OCX Xa X.) =0(Ү,, Х,, 5, X.). 
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向 理 ， #(Х,,Х», X.)=0(Y,,X,,..., X.) 
(У, Ya, X... K.) = 0(Y,,Y,, =, У). га 
定理 Sk klp = КН) ИСЛ, Z) 2 n #k С°, М |. 
Ну СО, з) С° 张 量 场 9 可 以 视 作 (0, 8) 型 C” 场 张 晤 ， 反 之 ， 
一 个 (0,s) 型 C” 场 米 量 0 也 可 视 作用 上 的 (0，s) 型 0” 张 量 场 . 
证 明 (1) 90 200, 5) 0 С° 张 量 场 ， 
s s 
0p: T M xX. > 及 
为 偏 线 性 的 数 , 由 定理 4 
8 个 
туст) >0*(M, R), (X,, е, X) > 
GXi Xa), ӨС, X.) 160, 55, Xop) ARPER, 
Ө ЕСО, 5) 91 С ВУК hit. 
(2) 相 汉 地 , 如果 
s 个 
OORTMI етм) >0°(M, R) 
为 (0，s) 型 Cr 场 张 量 . WILA РСМ, НӨН M k tE rA 
3 个 
数 бь:Т„М ТМВ 如 下 : В ез, +, enETpMM, 任 取 X., +, 
X, COP (TM), {E X l =e), А X.,ls=e,, 仿 Ople е, е.) = 
OCX tes Xe) 15, ПЯ ВЕНЕВ АУЕ УУ НУ X... X, 的 选取 
Жж, 则 0, 是 定义 确切 的 , 且 明 显 为 偏 线性 函数 ， 从 而 它 是 2 点 处 
的 (0, s) 型 张 量 . 


设 X,|»==0, 在 ?的 局 部 坐标 系 (C,p),{z h, X = эр 


我 们 构造 M 上 的 C” 向 量 场 Ye MO 函数 产 ， 合 得 在 ?的 开 令 
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hà ҮС 中 ， Y, == f: =a, i=l, +е, n. 则 在 V, 中 X,= 


Уллу, B 
i=1 
0(X ,, з, X.) p= SIFY., X>, `. х), 
\і= 1 
ЭЦ (р)Ө(Ү,, Xa, е, X.) F 


=> уа'(р)б(Ү,, Xa ә Xa) i»=0. 
i=l 


аа Yi, e Y ECT M), Y, ly ent У, [ье W(X — 
Ү,)]›=0, 
#‹Х\,Х»,++,Х„)|ь—@(Ү,,Х»,‚Х,„)|ь 
=0(X,-—Y,, Хь, eX) | 0, ВШ 
OCX Xs, Ke) o= OF, Xa, Xs) 1, 
ЈРВ, OCX, Х, -.., Х,) 1,001, У, X.) |= 0(Ү,, У, Хз, 
Xo |=. = 00У, 6, У.) 1, ЗЕН T 0, 的 定义 与 X... X, 
的 选取 无 关 . ++ 
最 后 ,讨论 M, 上 的 (0，s) 型 张 量 9 在 С” ih fiM >M T 
变 为 f*0 的 一 些 性 质 . 
定理 6 RM., D) A n, С" wE, }:М,->М„ 为 0” 映 
Ht, f. Í if M i-> T a|) M, 为 了 的 微分 或 Jacobi ЕЮ. М © 
”和 定理 3, 由 | 一 
- FROCA Xe) 
= (fan X is +, fap X,), PECOT im М», XET M 
АСНОВА Р O TrM >TM, O }:0 2) ER YE B 
射 且 
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f: (0.602) 一 РӨ, ОЈ», ӨС)" "7 ip) М, PEST (ру Ma. 
紫外, mE (7, ф), (OMU, ф), (07) У р a ON 
欧 局 部 坐标 系 , 则 


R, 


А jo А | 
пар 512952 |ь‹»›@г!, J51, t, no, 
i=l 
жоу, (gef) ... 2(g'ef) zi 
fray dr! Әз" \ dz 
п д(у"%°]) |, Әу") 
ж" — o ... — у rE 
f; y Әх! дж" 60р) da 


"1 


= 5 ( у) 20-0. 


і 
сЕ 10) 


ipvsip=l 


„ЭС өрер) drQ Odri», 
QQ ep) 


909°). Ө; 23 of (n) 


ер) дх* pP) 


(fg a = D 20°). 


‚ == Әх": 
Ўро 1 


证 明 从 


О 
$a) (a= (DEP) 2, 
P gar JT 0 es )= бу > Әх! | op gy! 
519050) gj S) 
i=1 ox pP or 


PP) 


得 到 paya =. 由 此 ,有 


50-04 | > dndy Ga] 
1 ¿=l 


jpo 


= D b fO) (Еау) Ә-ә Рау?) 
jy "uso j6=1 


° 147 ° 


lI 


< agi- Р)! i 
之， без, (>) Эк |, ) 


dzis 
g(P) 


@-. ®(; > ар. 


_ > (> x Ə(g#of) 
=1 ‚Әх! г19 2) 
2D ey Jarda + 


定理 7 (M, D) п Е О" В, /:М,—>М„ A С° ih 
射 ，9 为 M, 上 的 s С" 协 变 张 量 场 , 则 f*0 ЖОМ, 上 的 s 阶 Cr 
协 变 张 量 场 , ЖР (/*0)›=/16,››. 
证 明 由 定理 6, 在 局 部 坐标 系 (Z, p), (2!) gn (V, р), (07), 
о < S Ә(уло}). „эше | 
了 Ды > (, >; 了 Xi Oj, “Js ғ). 


iyesi Jf = 1 


dr R dax: 
因为 ДР 是 y', e, y”? 的 CHR, 而 PLET, МА: z JU н, 
故 > эштер. „ер 0; v - ° f 为 z’, ee., g" By С" Ж, 


| = Ərz 7 
Jira 1 


这 就 证 明了 f*0 为 М, EA s Br С” 协 变 张 量 场 . 
` 2 对 照 第 二 章 83 例 6. 

利用 定义 8, EW IOMELE S2 EN 4, $3 жн, FM 
从 映射 (J, DRR CG o DH E3E E BB 7 推广 为 

定理 8 izé, Š AC MEA, OE, 6995, 分 别 为 其 (0,s) 
KI C UREM, (ў, f) tE >k: A OC МЮ (О<Е< т), 0 2) £, 0 s 
阶 C* 协 变 张 量 场 ， 则 J*9 为 媚 的 s 阶 C0* 协 变 张 量 场 ， 其 中 
(f*0), 一 (f) *0;‹р). 
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52 外 微分 形式 和 外 微分 


这 一 节 将 研究 反 称 协 变 张 量 ,外 微分 形式 ,外 微分 运算 并 介绍 
de Rham 定理 . | | 
定义 1 RVA AREZ, EQ VP， 如 果 对 任何 x ev 
(i=l, e 8) 及 (1,…,s) 的 任何 置换 满足， 

olX a» 5 Xw) =(= D "(Xs), 
Nq CD] A EEL LEET 
或 s 阶 外 形式 . 设 s 阶 反 称 协 变 张 量 的 全 体 为 Az*， 显 然 它 是 
OV 的 一 个 子 向 量 空间 . 

引 理 1 wo 是 反 称 的 <> 对 (1,…,s) 的 任 一 置换 
Oid) Tisa =(— 1); iss 其 中 @ =0(е;, ө, е;,), 而 


fei 有 一 卫 …, 对 为 了 了 的 一 个 大。 
证 明 (>) о, 


ike, =Oo(e; u , ео) 
一 (—1)“o(e;., `. e;,) 
= (1); ai s. 


(<=) (Ts Ts)) 


n | п | 
一 >! (у > (а) 
=o( As) е: ку? бє, G.C °.) 
` 


b `” 


і! i аву? 


п 


= > ISI AD 
— 4.4) а.с Oi узу 
і буа і 
п 
— ка ‹з 
= (—1)” >) а, (1) а, (ву Dipig 
ayni agat 
m 
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т п 
= (C Do( > айе „б, >) ае) 
iy=1 i=l 


=(—1)o(X;, =, X.) . + 

+1 0 阶 和 1 阶 协 变 张 量 视 作 反 称 的 . 

由 定义 1 江 即 可 看 出 , 如果 oSEAV*, 且 X, X, 中 有 两 个 
相等 , 则 oX 6, X.) =0. 由 此 还 可 得 到 ， 如 果 iiet 中 有 两 
个 相等 ， 则 Oi = 0. 

如 果 s2=n--l,2oSA2 V *, IJ еә ei, 中 至 少 有 两 全 相等 ， 故 
Oii =0, 从 而 @ 王 0。 于 是 AV* 一 {人 0}. 

定义 2 设 9 外 ,了 映射 ( 协 变 张 量 的 反 称 化 ) 

A; OV->AV*, 

8:—A (0) 
ЖУ 
A(O (Kis =, Ke) УС) Хо), 
其 中 求 和 取 遍 所 有 (1,…,s) 的 置换 =. 显然 ,这 个 公式 等 价 于 


_ 1 ' x | 
С400)):. = 2] (1) 0... 人 


易 见 4(9)E@" 因为 


Е 1 
А(ӨХХ „ау МАР Xats) = 机 之 (一 1)°0СХ кау» ©, X...) 


1 ҳу дг | 
=(= 210-09 PEX oD Жо) 


一 (一 1)"4(0) (Xis .., х,), 
故 ACENTE, 


定理 1 (1) 4 为 线性 映射 ; 
(2) 0€A*V*c>A(0) = 0; 
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(3) Ж 0€@ V, W| ACA(9)) = A(0) 
证 明 (1) 从 4 的 定义 立即 可 知 ， 
(2) (©) 0=A(0)C€APV*, 

(=) 设 c€ AV *, ij 


A(0)(X,, е X.) = у1(—1)'@(Х у, +, Xato) 


= 2510-0)": (Dr6( Х,) 680, X), 


BH A(O) = 9. 
(3) 由 定义 2, А(0) СЛ? *, EHC), A(A(0)) =A(0). + 
定义 3 设 aEA"V*，pEA*V*， 我 们 定义 外 积 ( 或 反 称 积 或 
Grassmann RAR) | 
А: АЫ x АУ ж дт 
(а, PaA B= CELAR), 
T | 


CaA) (Х,, rey Хы) = TEPADA) (Xs ..., Х,..) 


Don UPX s X.C.) 


=a 


AEAN аху °з Х,У, BCX nenets Хк). 


ris! 


当 r=s=1 时， 
(aAB} CX: X.) =а(Х,) В(Х,) —a( Xe) P(XI). 
定理 2 (1) аЛ, B) = аЛ, ал», 
(х, Ба) ЛА = а лЁ +о ЛВ, 双 线 性 
aA (AB) = Qa) AB A(GAB),. AER; 
(2) ад8=(—1)'*#8де, aEAV*, B€A2V*, | 
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特别 当 7=s=1 时 有 5%AR= 一 CAa，xAa :=0; 


(3) (zAB)Ay= а«л(Влу) = EEST! A(a BOY), 


аЄ Лл" *, BEAV*, y CAtV*. 结合 律 
Hle, «ABAY 与 作 外 积 的 次 序 无 关 . 再 一 般 地 a A: AG, 与 
外 积 的 次 序 无 关 , Н. 


CA- As 01 дса O- as). 


Ti r 


证 明 (1) 由 人 和 的 定义 立即 推 得 . 
(2) WAD An s oo Tap DE 


ris! 


BX egens Rs)) = msi TD" PX атуу, Х.к). 


ris! ! < 一 一 


(Хә, е, X, ro) 56 р 81220-10 ВХ. (>Ú т." Xw). 


(Xert Xos) =(— 1)” (pAa) (Х,, “ө, Х,+)› 
其 中 
т 


erre A N 
(1, e rHS Э(л(1), 5 `. (m+ s)) CL 


alrts), a(l), ,x(7)). 
D HGA, …， ?十 # 十 从 的 所 有 置换 的 全 体 ， 鼠 为 保持 
7 十 3 十 1 7 十 S 十 # 不 支 的 置换 的 全 体 ， 则 


— 1 ТРГА 
ADAY Xos Keso реу 2 1) (ал В) 


+ 1 
(X0 КА eT 
(—1)” пат] 0С». °, Xop) "ВОХ, ьс» °... 
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| 1 
х е X ... X 二 
жов(т+з)) yl srop(r+s+])ys › чов(т+в+) (т s) 171512 > ; 


` > (—1) aX o0 ..., X ror) "P(X rootin» ..., Х„о»су+а)) 


лорЄ@ 


* У(Х, ор(т+8+1)э ° °°y Х,оьск+з+) = 


тан)! 


(T+ iri. 


Абау) (Ху, X| = T S Ti)! (a BDO) (X, 


ristf! 


с, Х,.,+.)» 


& Abar = TES Ti) (a® Ву), 


risit! 
同 理 
«л‹Вду) = CEEE (а 89р), 
于 是 CABA =A BNr). # 


EEI jx V Aya 维 向 量 空间 , elis, n) Ар Йу, 
(etlë=1,--,n) АНЕ, ель Ae 146 Са) 
为 AT” 的 一 个 基 , 因而 А°У* 为 C+, 维 向 量 空间 . 


证 明 ос?) У, о = 5 Dit e RO et 


iesim] 


由 定理 1(2) 和 定理 2(3)U1E o 的 反 称 性 ， 


o= Alo) = рэ Dimi ALRI “We 2) 


"siml 


= > ©, „© nAn "Ne's 


并 


‚ = > о; i e Л Де”. 
1<i,<-<i,<n 


614 ° 


于 是 {еде де" IKu LeKi Sn k Ek es B] ATE, 


另 一 方面 ， 如 果 5 Aiie Ae e=, WA jae 


I<i,<- <i <n 
<), 时 有 


0= > Аел: Ле“) (еә, ез.) 
li <s <i <" 


=з! >, An AEO е) (ез, ++, ez) 


іс фе, 


= 2, А, X) (SD (eQ Ret) (еа, 


ISi < <i En 


Ө, Cj (sy) 


= У! dipi (Ce GKE) (e; ©, ер.) =з, 


1544-44, en 


因此 , {e деде! ISi L ei Kn ВУС. 

综合 上 述 可 知 , {елле J ISi K ei Sn JA (V) — 
ME. + | 

例 1 У п(224) 维 向 量 空间 , (е, |1 =1, 6, п} рУ BJ — 
АУ, delis l, 666, пр CIHR ае Ле? еле‘, Ш ала= 
(е'Ле? -Heet Л (е'Ле? ее") = 2е' ле? ле? Ле“ 0. 

定义 4 ВЕЛИ ЛУС O ФЛ", R hG@ жк ш 
Яп, (15е, 1, e nze Ae, ISi Kin ере! Л Ле") JE 
p T AV* 的 一 个 基 . AV* 是 由 1 和 AV*==V* 生 成 的 Cn 十 C4 十 
“Cs 二 (1 二 1" 二 2 维 的 问 量 空间 . 这 里 乘法 A 可 线性 开拓 到 
AV* F, ШЖ ЖЛ 关 王 向 量 加 法 是 分 配 的 ， 这 冬 法 也 是 结合 的 ， 
并 关于 加 法 和 乘法 A 形成 一 环 , 从 而 ЛИ" 是 一 个 具有 单位 元 1 的 
代数 , 称 为 Grassmann 代数 或 外 代数 . 

812 ele l = 1, е, [2 =1, 1, n) A A= n 维 向 量 空 
ШЖ, delisi, esn (е; | = 1, 566, п) Н, Elis 
А 154 . 


т) A {Eli =l, 5-6, п) ун. MM 
епа {Ула} е" -a(S е") 


isl i=l 


>) 5 (IVAi ... djen Де" 


Eijer фав n 


adi o dh 
= 5 | 


Ірен 1 ,, 


101 


| 


1 . 
а a | 


特别 当 s—=n 时 ,有 


由 张 量 的 分 量变 换 公式 和 的 反 称 性 得 到 


Dij, = > ўе саш ы, 


ТЕТЫ! 
= У) Sn op op. 
l&i <--<š s <h x= ав) 2 мк) " É 
lej ... сў 


1<i;<--<i <x] , N А 
Су, s сй 


或 者 从 
>) OFRER EA NE о = >! Oii e Л 


е < РЕ 1<¿ <i En 


i А 
lej! ... єў 


= > ©, ... ё Ae Ngt: 
1<i<- <š | <n 1<},<з-< јн i ; 
єў © су 
ch ee ей 
л D 
= asa өөө Oi min BAe Aat 


1<j;<--<j)j саа < <i <n i 


leji е cj 


"Nos 


> 


° 155 ° 


тн. 
< 
St 
= 
Š 


Ch бе Chi 

定理 4 jz V, Жуп, [її i], í 1, 2. 由 线性 映射 ои: 
МИ, 诱导 出 外 形式 之 问 的 映射 

A ДИ ЛИЕ, оэ. о, 

(ко) (X, X.) = A ,A X.), Xa’ ++ ,Х,ЄЙ,, 
则 

(1) wf *wEA™TV 

(2) A* (До, + uco) = А Feo) Hd tos, 

Oi EAV Y, Z, u€ R; 

(3) A* (Лт) A AA * т, СЛУЖ, EMV 

(4) Heili =i, m) У, HAE, (ета 156, n) 383638 
IÆ, {nl J= l,e, но НАЕ, Pj=, Ө, п) 为 其 对 偶 基 ， 
е Ў т. Шил S diet, 日 对 со = У! быз. 


i=l : i=l Буј, <n, 


mA. Лт", 有 


Idi ee dir 
A * о У! | >, з. м. 


Іру сир Мр еј, нр | 
I 


‚ез A. A etr. 

ШЕН (1) H $ 1 E S 6,.e£*a € GO т, 
(ао) СХ, азу, Хә) = OSC X. iy, зе, f X.) 
=(—1)"o( ИХ, =, AX) = (—1)*uf*o(X,,---, Х„), 

故 "ЄЛ, 
+ (2) 应 用 81 定义 6 下 面 的 结果 . | 
(3) а * (ОЛ) (X, Xr) SONEX 50t X...) 
• 156 ° 


故 


一 ! 4 (wn) (ZX ,, +, SX...) 


ris! 


+s)! 1 
=C i8) ХС СХ +, AX) 


ПСН Х artis ©, AX „(у+з)) 


g)! 
ris) LOA oX s Xo) 


rls! (rs)! — 


„f Ж 
* OZ NX (ату, с, Х.х) 


+s) 1 / 
а Ае ае Хы) 


ris! 


= а)! АС. *а›б© o * т) (X,, х.) 


= шё*о/\ г *т}( Х,, ©, X,,.), 


к * (G An) =. Л а *т]. 


(4) GE жиз), “т => е :， 于 是 ,由 (3) 得 到 


Fo = -a*l 5 али 
IJ еј уту 
= 2 атлар. 


1<J.<- <j < n; 2 


lI 


2 бу. (z hen у (2 “h 


1<ј,<- irene isl 
_ я Iaa 
= Dra У) Bena: 

I&J se Iran, l&i <. <i <t), x 


atl) 


了 
eedi, ethe Ле" 
А di ... dš | 


= > Б] ... ... е, 


1<;i<-- <i <ñ I1<j) <+. <j SAI ,, ; 
! єп ү rS". di ee die. 
H r 


° 157 = 


senpe Ae E 
类 似 于 § 1 定义 7 中 张 量 从 的 定义 和 公式 Wy. 一 


1<i<.-.<i,<n 


ео „ЭХ ЫС" МЕ (B, M, =, GL (m, R), 
бй жө cjs] 
В", 8} 相 联系 的 s 阶 C 外 形式 丛 ЛЕ = {ЛЕ = U ЛЕ, М, 
т, GL(Cš, R), ©, 8， 它 是 与 二 相 联系 的 (0，s) 型 Cr sk АА 
iS f РН А\, 

定义 5 Бл 21 OC EA ERE А Py s Br C" 外 形式 
从 ,CH、， 称 截面 ` 


о; О» МЕ = |] ЕЎ, тоо, 


WU 上 的 s 阶 外 形式 ，0 称 为 这 外 形式 的 定义 域 ， 如 果 中 为 C8 
《连续 ) 截面 , 则 称 它 为 U 上 的 s 阶 C"( 连 续 ) 外 形式 ; 如 果 UCM 
WHR, CALL Ro HU 上 的 s 阶 С* 外 微分 形式 ,其 
全 体 记 为 ОКЕ). 

当 s=0 有 时 ,o Ж L O 函数 ; 当 s=1 B, o 也 称 为 UVU 上 的 
“С* Pfaff 形式 ; 4 s> n BF, a == 0. 

下 面 我 们 考虑 与 4 维 0" 流 形 (M， 急 ) ñ UJ Е (T M = 


\)Т»М,М,х, GL(n, R), В", 8) 相 联系 的 S 阶 C~ 外 形式 从 


:PEM 


А*&* = {А#Т* М = U ATIM, M, ma GL(C, R), К", ё", 它 是 


PEM 
+; ERRAR (0, в) С sk at JAB) f ИНКА, AP ATIM 为 了 
ЖАК 0) 8] Т»М 的 s 阶 外 形式 的 全 体 , оЄЛ М 称 为 了 ка 
处 的 s 浴 外 形式 ， 


+ 158 ° 


Ua Фа), (zty 82, (Up, Pa)» EJ, UNU x Q. В Жу 
/9\ ш „д, д д! ‚ЭШ, 
[ay | foy ar) à Әх" \ /dz! 
z |=! {с р ж. + |р: 
- 2 ta 1 | \ п п п \ п 
де! Әл" си Еа ә | Vn \ay' ... oy | ez 


29" \аџ" ду" Ja! Әх" 


bliss 


天 о, X аан), 


Jl asa 
ISi sei Sn 2(у 


dyt А Лау? = >, CLC EEEE ME тыд... Лад" А 


< 7.19095 із) 


арла" тааз? Adz", 


o= УЗ opu dr Adat 


= > ©; з Ву? Ad. 


те <. < y сњ > 
та EH s СМ К у С" СЛТ), ЖЕЕ 
3 C” (AT*U) =C” (PTU C (N T*U) DBC" СЛТ"), WW 
RoEC (AT U), ШИЕ ОАЖ Uas Фа), {z*} "P, 


o=o t У) odr + SY opde Лха 5 


i=l КИЛҮЕ 


+ >! Oii ВЛ Айт! 


15694,28 
++ 4 оаа Ае, АФ", 
其 中 ao © ну) tt Ori e Din E0 U R). 
定义 6 (М, 多 ) 为 n 维 0" 流 形 ,我 们 定义 外 微分 运算 
ds С°(*Т* М) "(ДТ М), od, 简 记 为 бо, 
. 159 + 


ап 50, /ЄО”(Дд°Т*Му=С”(М,®), ХЄО”(Т*М), df(X) 
= X f; 
ШЖ 5:®1,ЄО”(д°Т* M), Х,ЄС”(Т* M), i=1, s + 1, 2 


8 +1 


do{ Х\,, X...) => (— 1) X, o (X,, `. Х;-\, Х,, Xip 


i=1 


十 > (1) ACX a XJ, X... Xio Х.Х, 


Пф јава 

Ху, Ху, Xa). ША, 上述 定 义 4 可 用 自然 方法 线 
па ому тен), 由 下 面 的 引 理 2 可 知 ，4 的 

义 是 合理 的 . 

引 理 2 如果 JEC~(A'T*M) =С°(М,ЕЮ),оЄС=(Д*Т* М), 
221, Щ4]ЄС”(д!Т* М),4оЄС”( д°*!Т* М). 

证 明 2) 

df(p X T pX) = (Ф.Х, t pX Реф. X ftp Xf 

=p df (X) +p df (X), ф.,ф.Є0°(М, R), 

X,, X,C€C>(T* M), 
Жа] М EAO, DW C gka, H $ 1 定理 ， ајєс-(мт+ М). 

如 果 СС" (ЛТ M), s>1, do 关于 加 法 的 偏 线性 是 明显 的 。 
为 了 证 明 dw де) К), 只 须 验证 

іо(Х,, X Ху, Xs) = –бо(Х,, 0, Ху. Xi, 
. O s 

IN 2 

СХ, Xo Ху, Ха) = 21 (DHX lX, +, 


{+ї< 
Xy Xis `... X,, °... XD tD Xol, tees $, Хї+ї, °... 
Xs) + (—1)'*Х,,,о(Х,,---, X,, Xi. °". Xai) 
+ GDX oX, Х,, es Ais Xis tts Xss) 


í< 1 


> 160 • 


+ > SD oLa Xh Xp en Xn Хирс, X... 
ъс 


Xj “е, Xs+) + > (—1)' + ([Х,,Ху], X; с», X, 


{+1<] 
Хи, espes Xs+) + >] (—1)'Uo([X,, ХХ, Xi, 
Etisi 
X. Xros pen Xa D HOD oX, Xal, 
Xotes n nots Xe) © С-ро (Хх, ЖД, 


i {с{+1<7 


Xi, ", X,, es х, X isis е, X;, Ху) > (—1)!*:+1 


icl 
о(ГХ\;, Xind, Xis ө, Š, °... Xy Ši с, Х,.1) 


十 >11) (х, X,], X, `... Ê; eso X... °... 


Xs+) 十 > Diol., X; Хө, Хе, у», 
Ха, Ху, Ху) 
所 以 , 如 果 将 上 式 中 X, Яп Х,,, 交换 , 明显 地 , 它 等 于 
—do(X,, +, Хө, Aist, X s41) 
由 反 称 性 , 剩 下 的 仅 须 证 明 
do(fX i, Хь, X...) = (JX )o (X,, Х»,+, Хз) 


5 +1 


+> (—1)'*'X,o(fX , `... X;, a X.) 


5 +1 


+>; (—1)!'3o([f X, X;], X, х», е; Х,, ttes X s41) 


-+ >] CDH oll, ХД, fX., е» Å, °". X,, e, Xs+) 


1<š<j 


* 161 + 


8 +1 


一 jao( е, Xs+) + >у(—0)(Х, }в(Х\,+е, Х,, 
#2 


X, D+ Do XY, Х,, Хь, +, X;, АЫ 
j- 
Xs) Sfo Xit Xa). 
于 是 ,go 2 (0,.s+ DA 0° 场 张 量 , 由 $1 5， 它 起 (0,s 71) 
型 C” 张 量 场 , 因而 босс” (л T* M). + 
定理 5 i ]ЄС°(/Д?°Т*М),ЄО°”°(Д*Т* М), 5221, 在 局 部 党 
А00, p), {zx} 中 ， 


= >] Oii tt A e Adr, 


le š < i <a 


сх а(Ўорті) ,i 
af > Эу dz:, 
do= Уу oii Ada A Az 


= È у] 209,000) D dæi дй“ дее Ada's 


lai iEn i=1 
证 明 (EH PEU, p JEBI UCU, EREM 上 有 C 
量 场 Xo X |a S52 i=l en, 于 是 在 世 th, 


EA 2 fp_3(fop-') 
4052) XD) = Xf = 


df = Di Z Jdr‘ =: DiE Dari, 


再 证 第 二 式 . fE Ú, 中 ， а ;=0, 得 到 


” 162» 


\ 


9 


( > doii AdE д мг {зо PT gtn 


l&i i < n 


= У! > (1) "во, u Dlr O Qda 


ТСЕ ТЕСИ 


а.а 
Әх*«‹›”  #”Әд*а‹а+1› 


= OF ву, Об" 69 * 的 dz (5 ‚* 2 


* Әа*++! 


Ə Ə 
— 49, Баек Ф dr" COdr™ @ А Oda" (a ку! FUN А 
жон” 7 ? Jx" 8+ эп)” 二 《一 1 don, kek ge ©941* 
9 9 а 
Od (== Jat? ‚э5%) 
H Әбәр") 


— — +1 1 
= 2; ст) Әх: 


8+1 
i+ 3 .0 .. Эз) 
=> C-1) 5 o (awr ’ grti’ Әх" 


+ Lone „а 2 | ИСЛ ЛН 


w Əxzh дұ: 


д... ©) 
Әх Әт’ 


gtl 
= DD XeoX rot Хот Xe) 
i=l : 
+ 516-10) o (LX, X, ], Хь УЖ, °... X, МА ` 
#< ` 


9 9 
Xr) =йо(Хь, +, Хь) =do( an, ө, zar) 


< 
. 163 *- 


ik do = У? do. Ма" Ае Adat. + 


] ФАЛ 
#2 МАРУ ШЕН ЧН, ТЕТТИН F, 可 以 直接 
зат О X ,, 
定理 6 外 微分 运算 d 共有 以 下 性 质 : 
(1) d(o+ n) =do-+ dm, 
d(ÀAo)=2do, о, n€C%(A T*M), ACR; 
(2) d(oAn)= болп С 1)”oAdn, о©С°(Д'Т* M), 
пес" (лт М); 
(3) do=dldo)=0, осс°(АТҰ М). 
(4) 如 果 от, +++, оь 为 C”Pfaff 形式 , 则 


d(o Л До) 一 > (—1) lo As: Ado Л Лор, 


НЕГЕ, аа л Adf.) =0. 

证 明 (1) 由 定义 6 立即 得 到 . 

(2) 由 定理 5 和 (1)， 在 局 部 坐标 系 (Z, p), (ан HIER 
单项 式 эи 

| o= fdr A Adzir, = дах AT Adris 
ЕЛЕЩН], 


r=s=0, IFAD (0 = ST Das 


i:=1 


п. ° -1 | п 2 ° _1 | 
‚ =@]Ле+(—1)°]Л4. 
dlon) =4(]д4х'\ Л Adat Adai Л Adz3:) 
+ 164 ° 


=4({д) Аа Aee Лаа Adat Д Айа?» 

= (біў + fdg) Лаз Л Ada rAdh А Adris 

= бол+ (— 1) "Лід. i 
(3) 5=0,о=]ЄС°”(/°Т* М). 


df= = p Diri, 


_ ВЕ 512 ИЕ ами 


i=1 j=1 


= >(#Чге a (feg уе Аах? = 0. 


N тд Ә?д:! 
3 之 1 由 (1) 只 须 证 o= fdr Ae- Лас 情形 ， 因 为 
lo 一 CFAdCzaA-Adzi， 


toza 520099 P) riAdr Л-- маг) 


ї=1 


= У! КО ОУК Ахл ‘Adz's 


= PESCE3 

(2 (feg-') (fp 2) зла. 
234 DC LIA dz Лал? Лазе". 
Аах‘ =0. 


(4) 用 (2) 和 归纳 法 . + 
定理 7? WW(M.,,2Z,)2J n, С° WE, 1=1,2,]; М.-М 
为 Cr= МЫҢ, о, о, CO (NTM), ПЄО”(Л°Т* Му), AÈ 
CAT*M,) = O° (M, В), BI 
(1) f*oEC”(NT* M); 
I * 165 ° 


(2) f*(o,+ о) =f*w т f", 
(3) f*(À-o)= (A° f): f* o; 
(4) Р олп) = f*oAf*n; 


(5) "( У эзел”) 


Ij Lesja 


= `> (озу, ыыы dat ІД. Adz" 


r ti . 
H = <. С ‘Tr 
{<=<,<пһ› 


ЖЕЛИНЕ, /* (47) = FAD gr (BESLE MG); in = n= nit, 


* ТА,,, пу о a9(y ef, e, pno |) lA... п 
улау Л... Ady") = (3° f) (ZU u z) dz Ме Аах". 


《6) 4(f*o) = 六 (do), 即 4 与 六 可 交换 . - 

证 明 (D ВЗЯВ, fo 为 > 阶 С” 协 变 张 量 场 ,又 由 定 
яй 4(1) 可 知 fo 是 反 称 的 , 帮 J*o€o=(A"T* M D. 

(2)，(3)，(4) 由 定理 4(2) 得 到 . 

(5) 02), (3), ON MODED I Ru ma), 


ё= 1 


r > АСИ 
Ts j <s j бп 


= -> (o D aa gr eP алд. Лаз" 


1<3уј, п) Ilr, ep zir) 


(6) 007,ф), (2°) Ж) РСМ, BRERA, (У,у), (и) 为 


/(Ф)Є M, 的 局 部 坐标 系 ， 显 然 ， 
f" (dst) = 51200 "Р аа =de f) =4(]*у?), 
i=l 
* * 19 Jdr 
Р (дю =f (> — Эду ) 


° 166, 


ШЕ 


= Sot) .а(у*° р) dz! 


一 3y" ax? 
EA D araog). 
> PPX; Jue 


再 根据 定理 6, | 
f* (da) =í > болама") 


1<ј << Деп, 


= У] f*(do;.  )Af*(dyPn Л Луі") 


1<j,<- <j, Sna 


= Б, dlor Лауер) Л Лар") 


153693,9 ла 
=d _ > (o. j. Р ЛЕСИ ӘЛ. Ла Су?" f) 
=@(}*оф). + 
注 3 可 以 用 定理 5 的 结论 作为 外 微分 & 定义 的 出 发 点 ， 然 
后 验证 定义 与 局 部 坐标 系 的 选取 无 关 ( 用 坐标 观点 定义 d), ҤЕ 
出 相应 的 定理 6,7 等 (参阅 [ 徐 森 林 , 247—249 页 题 14]). 
最 后 , 我 们 引进 闭 形 式 ,恰当 微分 形式 ，de Rham 上 同调 群 ， 
并 叙述 Cartan-de Rham 定理 来 结束 这 一 节 . 
定义 7 M, D) Бп О” RE, оО" М). ШЖ 
do=0, NER 为 闭 形式 ; 如果 存 在 ПСС СЛ + М) 8 o= dn, WI 
о 为 恰当 微分 形式 或 全 微分 . 
定理 8 车 wEC™~(A*T*MM) 为 恰当 微分 形式 , W| o 为 闭 形 式 ， 
但 反之 不 成 立 . | 
证 明 к o= dn, Ес" (As T* М), 由 定理 6(3), do=didn) 
=0, 即 o 为 闲 形 式 . 
例 3( 反 例 ) 7ЕМ=Е*#—{(0,0)} LÆ% C=Pfaff 形式 


. 167 • 


КЕГИ | 
e Сол? y’ dr: r? | 1209 
2 2__+у 2 2 97 
由 pk __® +g — du Ad; z" dard 
显然 , do=— appi 042 С я су N 
[e Иа? елау =0 
- Ty (ос )* | ми со, 


# о 为 闭 形式 .但 o 不 是 恰当 微分 形式 . (DRIX o 为 恰当 微 
分 形式 , 即 о =, ПЕС" СЛТ M), WI 


М 2 д 2 r 
о |а| зао) |, =п@л)— по) =0, 


Е ұу 2 人 — sin — sing 
|: ° |: dz. rry |. [нт sin 0) 


cos рт 
Hap e роне = |, 40 =2л520 


HIJE, НН 己 为 道 时 针 方向 的 单位 圆 . 
定义 8 nC” 流 形 СМ, D) EBJ s iir C” 外 微分 形式 的 全 
体 关 于 加 法 自然 成 一 群 CS (APT * 1 ) ,而 外 微分 运算 4 定义 了 一 个 
[н] 
ds: О=(д°Т*М)->О” (ACTS M), SEZ, 
它 可 线性 扩张 为 4: C° (AT*M)—>C°(AT*M), Кн O°(NT*M} 
={0}, sEZ— {0, 1, e, n} Fn С°(АТ* M) SO7(NT*M). ] H 
BJ s B: С° 闭 外 微分 形式 所 成 的 加 群 为 
ZCM) = {осС"(А°Т* М) |do 0} = Кегпаі ds, 
її s 阶 0” З АЈ X PH BU i PFE 2 
Bš(M)=(í(eoSCC%(A'T*M)|o=dn,nc€ce(A° т*М)} 
一 Image d._,- 
KA 4° =0, К В5(М)С2$(М). ЖЕЙ. 


• 168 ° 


НСМ) =-250М)[В50М) 
为 M 上 的 第 s 个 de Rham EAZ. HSMR RRRA ӨЙ 
C 闲 外 微分 形式 的 同调 类 , o 的 同调 类 记 为 [o]， 显 然 ， 
[o] = Гоз) <=> о =0: dn EC CA TT*M). 

下 面 我 们 不 加 证 明 地 叙述 一 个 最 早 由 E. Cartan 猜测 的 , 并 在 
1931 年 由 de Rham 完全 证 明 的 重要 的 定理 (参阅 [Warner， 
F.W. |), 

定理 9 (Cartan-De Rham 定理 ) |5(М, 2Z)2Jn 3 С° 
致 流 形 , ШМ 的 de Rham НСМ) =H (M, R) ШЕЕ 
М зар АПН НСМ) = ПСМ, R), НП | 

НЬ(М)у=Н°(М),5©7. 


жа H;(M)I М 的 微分 构造 2 所 决定 ， 而 АСМ) M 

. 的 拓扑 所 决定 ， 二 者 的 同 构 在 微分 攻 何 与 代数 拓 扩 之 间 建 立 了 联 

系 ， 从 de Rham 定理 还 可 看 出 , 由 同一 个 拓扑 流 形 M 的 二 个 不 

同 微分 构造 Z 和 2, 所 决定 的 de Rham 上 同调 群 是 同 构 的 , 即 
H; (MHS, (М). 


虽然 能 从 de Rham 定理 和 计算 M 的 实 奇 异 上 同 调 群 得 到 

的 de Rham LAMIRE, 但 对 于 一 些 特殊 例子 , 我 们 宁可 用 微分 
拓扑 和 分 析 的 方法 来 计算 de Rham 上 同调 群 ， 由 此 也 可 得 到 М 
的 实 奇异 上 同调 和 群 . 

定理 10 (М, 2) п 维 C” 连通 流 形 , NHM) =R. 

证 明 因为 В$(М) =@_1(О°(А-!Т*М)) =d., ({0}) ={0}, 
MJ H3(M)=Z5(M)= (feC=e(AST*M)|4f=0). Ж af =0, 则 
对 任何 РСМ, 存在 2 的 局 部 华 标 系 (V, p), {1}, 使 得 


ФО) = {= (27, 5, 2") СВ" У (а*) 21). H 
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о=а31,= 51209 Эа, 


PALLID 0,1, en KRAMAS К. ШИГ, 


М, ={рЄМ | Рр) = (ро) ж М, = (рЄМ | Рр) (ро) 均 为 开 
E., Н рМ, SIM EM, М, = 07, ш М, = М, В f| = 6 
值 ， 于 是 ， 

H$š(M)=Z;(M)=(fl]: МЕ AKAR) =R. + 

定理 11(Poincaré) 设 МСЕ" 为 包含 0 的 星 形状 开 集 : 对 
HEI EM, UA {1®%|0<!<1}С M. Hi 
R,s=0, 
0, sEZ— {0}. 

证 明 当 s=0 时 ,由 定理 10, Hs(M)=R; 4 s<0 it, RA 
有 НСМ) =0; 5 s>0 时 ,可 证 Z(M) =B3(M), й 

HS(CM)=Z5(M)/BS(M)=0. 
FH FRIRE 25( 衣 ) 二 B;(M). 为 此 定义 映射 
4; ССТ М) 00А М), wl (oo)。 


mj, 


‚М о= >) ona dated", 


14у, а 


- Әо; mis А i 
do = | >! 22737 d Ada Are Даз", 
ISi ceis J=1 


Io) = > У (ито аав) 


Kiei En а 1 


азада АЛО А Adat 
(因为 为 星 形状 开 集 , 故 积 分 有 意义 )， 
Mü PR, I,(0)=0, 下 面 可 证 @=—d(I,(o))+ L ,(4o). 因此 ， 如 
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Ж ао 0, АЕН о=4(1,())-- 1„(0)=4(1„(ф)). ЖЕ, 
d(I,(eo))+ I,(do) =s > (f tana (ayat) 


diweni У D 5р (боше 


І фул кыш] 


. са) н Андада 


- „2 YI 人 2 i (йаг ура, Ле Аба? 


=< а j=l 


_ > Sy (=1)5 (1: <=. (dt) 


l&i iei Enl а 
хоба Лаа Adaia AN dz: = 


1 
У) 8 ([, ЖОККО 


ISi; баа 


+ >] Ef ДЕЕ ЕЕС .Adze 


Igi Leci т 1 


1 
Саш > Ki dt (t° Di ‚(аў ran- Лід“ 


= >, Ori dz) № Ла, Ф 


定理 12 БОМ, 2) nf С" WE, o ЖМ БАС" BI 1 
式 , 则 

(1) o š O” 恰当 形式 
<=> (2) 对 M 上 的 任 一 分 段 C” ЖН б, 有 | оо ОСН 
分 形式 积分 的 定义 和 性 质 参阅 § 3); 


<> (3) 对 用 上 的 任何 两 点 7, 9， 以 及 连结 p, 9 的 任何 两 条 分 段 
c= 定向 曲线 O01,0, |, о |. о. 

证 明 (1)>(2) Bosin, n€C>@(AT*M) С* (M, В), 
Оң о: [0, T]>M, o(0)=0 (T) WR, W 

fz o= fz а= овп) | п) по (0)) =0. 
(2)=>(3) W%@ H O, 和 一 人 组 成 ,由 (2) 
[> о— h o= |o= о, |, 四 一 h ©. 

(3) 过 (1) 显然 只 须 对 MM 的 任 一 道路 连通 分 支 ML, 证 明 存 
T С" т, Е апо, р ОЕ Е М, 的 一 固定 点 ， 对 任 
TEM, END = |'о, k йй А р 到 '9 的 任 一 定向 曲线 ， 
由 (3) 它 与 选取 的 定向 曲线 无 关 . HU, p), (25) 0 q 的 局 部 坐标 系 ， 
ПЕ) 


= nlp! (zt, etl, git Art, zt, ..., 2")) —7(ф-!(2)) 
Аай зо Az: 


= llim 2 _ lim Фо;офг! (а, e, tl, д БӨЛЕ, 
— ип —rÁ l—ar' — — : . 
Azio Аз! Artoa 


пуан) =op a) KELP oep (а), B NECA. 
T*M)=0°(M, В). Аїййо=йр Ж 
Оа 设 MER" 为 包含 0 的 星 形状 开 集 ， о= Уор M 
上 的 C=I 形式 , WR o ЖЕЙ Йй, ЕЕ 7EC”"(A“T*MM), 使 得 
Уой =о= а= 5157244", T= on 
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是 , xF r€ H 有 


(х) =n (0)- u ил бө = (0) + | >31 (tz) .widt 


=з + >| Qo, (2х) -widt, 


这 说 明 7 除 盖 一 常数 了 (0) 外 完全 由 o 确定 . 
ПЖ oH С° 1 М2, do=0, Z 


(х) = (0) 4 >| 


оа) -zidt, 


| < ; здо; 
ЖСР 9(0) 为 任 选 常数 . M20642). ээде. 


1 
¿— 1 j= 192 


-dzi A dz = У! (5 — дв; ui Лав», 1 9%; Jo, 


iicj Әт, ӘД? Әт д? 
ðn _ ы 1Әо; lta) 1: i 


эз 591062). tx’ af w(tr)at 


-> Со). FE ак]. о; (х) 


- [do,a 十 [o G) 


1 
=to;(tz) 一 


ON +| ат) =)(а), 


с dn = x dz; = Slodei=o. 
3=1 
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此 时 , 250М) =B3(M), Ha(M)=0. 
例 5 i MCR" HNR, HIMEN p, EM, EAER P, g 的 
平行 坐标 轴 的 一 国定 顺序 的 折线 (例如 , 先 平行 x!' Rh, 再 平行 hk 
А) ФЕМ. о М ЕВ) С°Й]1 ER, Hl dw 二 0. Z 


“ri 
n (z) = >| { ole, аф, TI) 02°, 
¿= 17 20 


Ж €M yy Е, 2z2C M. Wi 


9 9 ~ zi i š п i 
эл =з >| Ola, T „201,56, CH) UT ) 
: i=l 


To 


1 j jtl 
=@;(z PERETE n x x °... 2%) 


n i 1 А {+1 
十 > | 5 90; (z Ц "эш," y *'*› х0) бх! 
isj+ 1720 Әх 


1 j {+1 
一 Cj 人 (2 б epai, ZQ y. 25) 


п і i pitl 
> | т GaDi (z 5.0%, 00, „te, 20) іх! 
+ i 25! 

= +17 Yo | 


т 
= 03(2', А х), хі"), +, а) 十 У! [о;(2", =, ririt, e.. 
` i=j+l 
23) ~ol, `... 27), xi, riti, с, єў) ]=о;(х'!, ы, z"), 
т 


T, дп = 5799,40 = Sods =o, jelt, Z(M) =53 М), 
jel ; 


J= i 


Hyg{M)=0. 
例 6 设 (5", 多 ) 为 通常 的 CF JE, 则 
(R, s=0, 1, 


HS3(S!) ~ 
(8) lo, 8%0,1,862. 
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显然 只 顷 证 HLOR. | 

因为 当 s>1 时 不 存在 中 上 的 非 0s 形式 k 22059) = 
о=(л'т*87), Ң.В}(5') = {4}| fe G=(AST*8!)). р Ж 0 RRS E 
ИЙЛЕ ЕЙ ЛВ, WZA S' 下 的 整体 О” 处 处 非 9 Еа t, 
而 它 的 对 偶 1 形式 dO 是 97 上 的 整体 C" 的 处 处 非 0 的 工 形 式 ， 


此 外 @9 不 是 恰当 的 (注意 0 不 是 整体 的 С^ Ва). 但 是 ,对 于 仿 
上 上 的 任意 С°1 JN o = g(0240, 


8 2 
п) = [аса E ТОГУ; 
是 以 2z 为 周期 的 0” 函数 , 即 7 为 8 Bhuj С” tge, Н. 
_ g1” \ 
dn = g(0)q0 GH, TOLL 
=®—(>| ИШҮ: 
0 


EA S 上 的 Cr 惟 当 1 形式 ,因而 [o]- 1-|` осо dTa], 
H; (S!) 7081) /BS ) {N00 RER) ŒR. 
B7 e М=-Н°—{(0,о0)} R? 的 通常 的 0~ 开 子 流 形 ， 则 
HOD) =} s=0, 1, 
” 0, ss0,1,s€Z. 

EAMAN, 由 定理 10 可 知 H CM) = R 

` 1 1/i —y ___% N 

WE Єй (M), Мо (| А 255 dt ry) 
EZM), p O, AIEA RAE. 容易 看 出 , ХМ [їй 
任 一 分 段 0" 定向 闭 曲线 0, 有 


_ 1/ I de+ d )|= 
|; С alh Де тр 7 
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-根据 /| oy À 
再 根据 定理 12(2),@ s |; ° Xs а 7100) 


ВМ), Ж, [oj (|. о) pidet ке") 
Ci 


H, (M) =Z GD/ BS) SAS 125 irti 


zdy \лєв) 


a 10 


R. 

iz о=а(т,‚8)4т \486ЄС°(Д?Т* М), RIA OS(A T* M) = 0, б 
А'Т*М-+25(М). У Рат L 04050” (АТМ), 使 得 

adrhdh = о =-10Рат + 048) = (2 ае ули, 
е 


[54 o= a(r,0)dr, o= а(т,8)а+ }4@\, Жин ro rE (0, 
十 co)， 这 就 证 明了 СЛТ М) = 25(М) = В2(М), НУ(М)= 
Z3(M)/B5(M)=0. TE, W Edad р = R? $ 

нув? p= * у" 
(б, s€Z-—(0,1). 
例 8 ёр, К°, род, КИШЕН 


|, 3 一 0 
Н»(Е*—{р,д})=‹®К©Ё,з=1, 
|, sez {0,1}. 


因为 8° — ip, gE, i П508° — {р,4)) = К. 
类 似 R°—p 可 证 , 对 任何 E23( 及 ?一 {7,4)) 有 


[e)=[ $ әуәл+(9 оа, 
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其 中 би (кр) + (уро)? т, Оң (2—91) + (g —q) =m, 
а= (рр) g= (ад, P, ой др ЖНГ ЕЛЫН; 


1 —(у—рь)Фх+-(х—},)4у 
2л (K(zr—p)°+(#—p)' 
1 —(9—9)х4- (х— qd 
2л (z—qi)°+ yg) 


0; 一 3 


сә == 一 -一 -一 


如 果 АГо,1+ и[вш»]=[Аф,+ поо] =0, Ш Ао, ноз = dn, Т, 
0 = фал -afou Por=atu-0=4, |] ВВ u=0, JX 
Tio] 和 [ws] 是 线性 无 关 的 . hitt Hal R? (р, q;) 
=ROR. | 

再 证 Н$(Е?—{р,‚,ф})=0, WA, ЛИШ p= (—1,0),q= 
(1,0), 4 


U= |, р). zl AR- (р,9), 


-f 222—5 N (R? = 0,4), 


13007 = 2° (р,д). (оо, Pr) HARFU, VIRS SLANE 
分 解 . 对 任何 f€C=(R:— (р, 4), R), p f€C"(R:—p, В), (o P) 
- (4) =0,рьєЄС"(В°— 0,8), (р, f) (р) =0, MØT, pufdzAdy EBS 
(В? — р) o fdzAdyCBy(R*—q), БТ fdzAdy = poejazA dg + 
sv fdzAdgCB3(R?*—(p,q)), H3(R°— (p,q)) =0. 

5 为 计算 HY(R:— (p,q]) 一 玉田 及 ,定义 映射 


| 区 (BR 一 公分 ) —*R@R 
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BA o=4o ног (A п), В ӘР, | ЖДИ, Н. 
осВ.(Е?° — (р, 4) ХЕ? – (р, q} {1—9 ЖС” ДЕ ПЕН СГ 
ЕСТЕ - (0,0). HI By(R- {р,9)) = Kerf, Hl 
EEH, Н.Е (p, q) = 2506 {p,q})/B,(R?—{p,q}) = 
2,08" (p, })/Кет | КФВ. 


Е, 8-0, 
Нъ(Е°— (ру, t, Pn} ) = Е@Ф--:ФЕ, 8-1, 
т^ 
É sEZ— {0,1}. 


注 6 从 例 6 和 例 7 可 看 出 8 和 下 一 尼 一 {(0.0)} 的 de Rham 
шш пин, нз P: DO, 1 


ХММ, Р(, з) = (1—0)2 t FO, г) =z, F0, 2) = ©, 


Тт] jep 
P(t,z)==z(zC8!), {К 5! 为 1 的 强 形 和 收编 后 和 忆 们 的 实 奇 异 上 
[а] ЕХЕ НЕТО, 再 由 de Rham 定理 ,它们 的 de Rham 上 同济 
群 也 应 相同 . 

例 9 ik MOR HKR, HIFU Co Yo г)Є M 使 得 对 任何 
(2,9, 2)ЄМ, XE (то, уо, 20) 1020,0, 20), (го, Y, д0) 102,5, Zo), 
ЖЕ (2,9, 20) Са, 0,2) 得 到 的 折线 全 在 歼 中 ，wEC”(A27*+ М), i, 
На(М) =28(М)[ВУ(М) =0, HI 

do =0е= в № С° 恰当 微分 形式 

由 定理 8 只 须 证 明 : do =0=о 为 О” 恰当 微分 形式 ， 设 

w=PayNdz -HQdzAdz+ RazAay. 

AR n të апо, 我 们 可 先 从 缺 一 项 的 C1- 形式 中 去 寻找 ( 管 
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~ 


йл). 例如 缺 dz 项 , 令 т шат і vody, Herh uo WEAR. TE, 
Pdy hdz + QdzAdz- RdrAdy — о =dn 


дь gu др ой\ 
= — di n — da Ada + | ——— 
55 y MN dz + zd Adz + (5 dzhdy, 


ду/ 
a 
-= (D 
2: 0 (2) 
H (1) 8 ona) = | Pie, y, 200, (4) 
HODR (ту, = | (ау, adz 50а, 0). (5) 


其 中 fe C" CH; Вул $E ВО, 再 选 了 使 它 满足 (3), 为 此 将 (4), (5) 
RAGB) 


- (reaR (0) 
{Ж 0=до= “е уур }бЕЛАйасэ сукин ‚ 
所 以 (6) 成 为 

m m =| u Ry з), 
= —В(т,у, в), 
f(r) =— |, Воз, у, 20)dy, (7) 


将 (7) 代 入 (5) 得 到 &w 通过 直接 计算 可 知 , 对 
T = их + viy=(| 0G, 0,2) dz— |, RG, 8, zo)dy dz 
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-(f Р(х, 9, z)dz ^а, 


就 应 有 — dn. 
注 7 关于 de Rham 上 同调 群 的 计算 ，Mayer-Vietoris 序 . 
列 以 及 有 关 进 一 步 的 理论 可 参阅 LBott, К. апа Ти, L. W. 1. 


! 53 C” 流 形 的 定向 和 Stokes 定理 

定义 1 ШОМ, 多 ) 为 nn 维 0" 流 形 ,&E 一 {TM,M,x,GLt{n,R)， 
R"} 为 切 从 ， 如 果 切 从 EE 或 TM 作 为 C 向量 从 是 可 定向 的 (参阅 
第 二 章 8 2 定义 7 和 第 二 章 §3 定义 3), ШЖ ИПЕСИ, DATE 
向 的 ; 如 果 切 丛 作为 C 向 量 从 是 不 可 定向 的 ， 则 称 流 形 (M, D) 
为 不 可 定向 的 . 


第 - 章 §3 定义 3 中 的 转换 映射 为 
рт... Sg 
“да! Әх" 
С з + oe EGL(n, R), 
б. су" | 


| | да! Әх" / э cp) Eg | 
E SE S 2 定义 7,8 和 定理 3,4,5,6,7, IF 0” 切 从 自然 是 
成 立 的 ， 再 根据 第 二 章 8 2 定理 3 可 知 对 于 % 维 0” 流 形 (M， 
2), 上 上述 定义 1 等 价 于 | 
定义 1 EM, 2) n Е О” WIE, WREED CO W... 
(1) UU, ED) EE M; 
(2) 如 果 (О, Ф.), {2°}, (U, Pa)» ED, 
ШЕ | 
l .... z" ` 
ORE p tU Ua >0, 
1211) 
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її (ОМ, DATEI. 

如 果 存 在 DCZ, 满足 (1)(2) 及 (3) Er hk: 如 果 U, PED 
GAMU a P EZ RE, (0, pE, WA, (U, ф) S 
DB, WED > 存在 一 个 (Cpc JEZ, EIU, p) PREO). ШЕ FR 
DHM, @) 的 一 个 定向 . 

一 个 定向 流 形 指 的 是 三 序 组 (MM， D, D), Кн DAM, 2) 
的 一 个 定 问 . 

я СМ, ужа е, 则 称 它 为 不 可 定向 的 . 

显然 , 如 果 Z WS (1) (2), 则 2, = {(U, 9 上 (7 p)ED, н 
рса (2)) AM, 到 ) 的 一 个 定向 . | 

此 外 ,如果 DAM, 多) 的 一 个 定向 ， 则 21 ={(Ш,рьоф)| 
(U, фєФ,}Җ(М, 2) ËJ 2 — Z" 向 ， 其 hos: BR"*->BR", 
pelzi, ө," z”) 一 (д1, +5, "971, 4%). 

HH n ix С" 微分 形式 可 以 给 出 С” 流 形 可 定 向 的 充 分 条 件 
和 必要 条 件 . 

定理 1 (M, Z)2) n 3: 0” 流 形 

(1) 如 果 存 在 开 上 的 一 个 处 处 Jk O Mn K O” но, 
则 及 是 可 定向 的 . 

(2) WRM, 不) 又 是 可 定向 的 仿 紧 流 形 , 则 存在 1 上 的 处 处 
` E 0 的 一 次 О” 微分 形式 o, 
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证 明 (1) RU, p), {2)60, Ң U 连通 ,因而 有 0” AR fe 
 U>R ER o=fdr' Menda, HA o 处 处 非 0， 故 f EU Eth 
处 处 非 0， 根 据 连 续 函 数 的 0 EM, felu >0 R f.| | <0. 4 
@,= (00, ф)Є | f,>0) 
(其 中 如 不 必 连 通 ) 则 2, 为 用 上 的 一 个 定向 
任何 PEM, 如 果 在 p 的 连通 的 局 部 坐标 系 中 f,1s 过 0， 则 在 ? 
的 新 局 部 坐标 系 (U, prop) rh, f... 220. TE, 2 满足 定义 1 


中 的 (1). 

如 果 (V, p), {2*)С., (7, уф), WEZ, BUNVS Z, MFE 
ОПУ 上 有 

PICHET Zn n — gy) a_ fe 1 d 

gg уту Z А АИ" = баЛа SA'A "Ady", 
故 


` 


Ə(z',..., z") _ f. 
Ə(z',` .., у") КА Габа 
TE, 2, 满足 定义 中 的 (2). 
如 果 (V, HED, НУНИ, o)€e2, 满足 定义 1 中 的 (2)， 
wij 


f(z 32") >0. 
Ў. g'g”) 


АЫ Ў, 20, f,>0 Н (У, EZ, ШИГ 2, 满足 定义 工 
中 的 (3)， 

(2) 设 Ф AMA Е, MUNU, ç)€ 2) 2 M ñJ— i 
FEX. 因为 对 是 仿 紧 的 ， 所 以 有 局 部 有 限 的 开 精 致 (Val (Ua, 
pacE2oasr 太 ,而 {yelaE 太 为 从 属于 它 的 单位 分 解 ， 设 {zs) 为 
(Uar Pa) Н, 定义 

= Ў]. зі Adat, 


Є г 
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TA o AMER nik С” 微分 形式 ， 只 须 证 % 处 处 非 0. 
对 于 任何 РЄ М,Н p ÉB АК Ж (U, p), {у}, TEER 
PEU yU ЕЕ, ДЕ UU, EA 
dz Л Абла = fa dg! Л Ady". | 
因为 (U, p), (U, ф„)Є 2,., ik f. опо, 220, f. Ср) 220, fa Ср) б CP) 


20. Wii DO ga (р) = 1, BIETE g. Ср) 2-0, НД feo (P) JaC) 220, 
2f (P) Ja (р) 220 和 


p= Eg (юлла ÒE (юа. (P JA .A dy” 


х0. Ф. 

定理 2 PM, 2) В" 中 的 % 维 C0” 正则 子 流 形 , 则 

(1) Ми йө (2) М 上 存在 处 处 非 0 的 连续 法 向 量 场 ， 即 
存在 连续 映射 

№. M—>TR":!, 

zoN(z) | I, (T, M), N(£)50, 

其 中 了: МЕ 为 包含 映射 

全 (3) 有 上 存在 连续 的 单位 法 向 量 场 . 

证 明 (3) 一 (2) 显 然 ， | 

(2) = (1) a 14 1, nt 1} AR rh 5384605388 ba, 
取信 的 连通 的 局 部 坐标 系 

(u, pı), {u |i =1, R) 

和 (U, p), {v11i 二 1,…, 2}, 使 得 


9 2 2 g 
[же ЕЕЕ 4 


(只 要 有 一 点 满足 此 式 ， 则 由 U, 连通 ，Y 连续 和 0 值 定理 推出 此 
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式 在 由 成 立 ,其 中 光一 7 人 9 小 


ди! 


9 9 9 9 |. 

则 当 U, ПО Z IF, ТЕ U, Y U; 中 有 
24 уд .. 2w „\/д_ 
дь! > 907 (aw 


a | {аш ‚д | 2 
Эр” 加 əv” ди" | 


0 + 0 Ау 


N 
故 
дш... ди" 0 
до! дь! 
Qu, н”) ... 
CU stt? det 0 
2007, тюу u ге ||” 
Әр" 20" 
0 0 1 
Га 3 3 3 
= i\ | 8 .. е =] ~< _ ... 
B= ((U, Ф), {u HE ,| E , Әл" *ї ha 


M 上 的 一 个 定向 , MEMET, 


(1)=>(3) 设 @,=((U,,@,), (ut) |a€ T) М А, 
(Uas Ф.), {н }Є@, 


ZN а, от | 57 
gus Әх 
: |= А 
ә 
Fr Chi Chant Zyn 
& 
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сїз Сї; Сї б СТ 
令 Ni=(—1)'i'*"+1det ... | А 
Сат б Chi-i Chisi б СЗ 
+1 
— 一 一 1 1 
Na == (NL, e МЎ ) 
{за ® 
£=1 


其 中 士 1 选 得 使 


HIT сї, 00. EAJ O” ВАЎ, rank (се) =n, 可 知 N. 是 定义 确切 
HJ, H.A Ua Ly C” 函数 . 
Ж Us, pe), (uC д, RATER U, LAO" 单位 法 向 量 


Ip Na, 使 得 
9 9 9 9 
| ES Jug’ м, = = | 
于 是 
дш! duwt ү; 9 
ди} gv! ә {з 
a | | 了 .am „ә? 
диў 90" до" дик 
Np 0 0 ва \м. 
其 中 Opa = +1 由 
дш ди 0 
ди Ән} 
Ә(ил, ‚ Ма) ó 
“дь = det 0 
Iug, зз, ш) * ul Əu | > 
Jug сив 
0 0 Opa 
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peeru) „0 IH б =1, 因此, 我们 可 以 拼 成 一 个 下 上 的 
Iug, us) - . 


整体 С" 单位 法 向 量 场 . + 

Ж ТЕ АОН # ЈУ ЕТПЕ НА — E л 5 О” { Ж СМ, 2) 是 可 
定向 的 还 是 不 可 定向 的 . 

例 1 D 设 (M， 钨 ) 为 n 维 0” 可 平行 的 流 形 ， 即 存在 整体 
ВС" 基 向 量 场 {X|i 二 1,…,R}, 或 切 从 人 为 平 几 加 量 从 ， 则 下 
是 可 定向 的 ， и СИ 

0—0, АЛЕМ ЕАО C0”( 即 连续 ) 基 向 量 场 {XX;| 
| 2 : 


D= (Фф, p), {2} | E Уз] =| Х,, АА Х,1} 


为 MM 上 的 一 个 定向 

或 者 今 = (o= [Xip +, Xap] рєм} ЖМ Ву |8), 

由 第 二 章 $3 定 理 8,Lie 群 是 可 定向 的 ， 例 如 R”, 8", 65 等 是 
可 定向 的 ， 

此 外 , 由 于 S’, P'(R) 是 可 平行 的 , 故 也 是 可 定向 的 . 

(2) (М, D) 为 n 维 0” 流 形 ， 且 存在 整体 坐标 {x}， 则 
[3 ЖМ ЕЕ С” 坐标 基 疝 量 场 ， 因 而 凡是 可 定向 的 ， 
此 时 ， 


,oll 2 
D= (U, p), 06а |52 


&Ф={о,=|9,| ER 
RO= {о,=|5т| egi 


| 2630) 为 W 上 的 一 个 定 各 


例如 R" 中 的 开 集 六 以 它 的 通常 直角 坐标 为 其 整体 坐标 , 故 避 
是 可 定向 的 ， 再 如 人 有 整体 C" ЖА ЕХ (ае, z), 


故 & 是 可 定向 的 ,但 它 没 有 整体 坐标 . 
例 2 65" { (2, ө, д"?! )eRn":' | fq! J? ee- (2%! ) ?= 1} 是 
可 定向 的 ,下面 我 们 用 各 种 方法 来 证 明 它 . 


方法 1: 易 证 X= D zt 22.0) 6" 上 的 0" 单位 法 向 量 场 ， 由 


定理 2, S" 是 可 定向 的 . 
方法 2: 由 第 一 章 $ 1 例 3， D= {Ui, Ф.), (Uz, ф;)}, 


CHI = /一 и! ‚эк и" 
> (u)? > (ці)? , 


H| Jacobi 行列 式 


Jee = n 1 " 
_ >) (и! )? , 
vi=1 


ап (ит, u, и") Cu, u, ee, т") ШН Jacobi 行列 式 守 0， 
й S" др Ар, 

方法 3: 由 第 一 章 81 00103, Z; = (01, фі), (Ог, фр) 121, 
е, а 1}, фї (z!, +," = (г!, 人 "ө, 22+1)， Ф. (z', е, @#*1) 
= (z', ө}, 2*, 6,291), 如 果 取 (一 1)i*!i(zx)， А ti, тт)? 
ËJ ВАЕ R (—1) (аи, ее, Ф, e, aA UT 的 局 部 坐标 ， 其 中 
С 1) t 表示 作 1 次 对 换 ， 则 相应 的 Jacobi 15020, ў 5" 
是 可 定向 的 . 

方法 4. 构造 R EAn К С" 微分 形式 
n= Усал Ай Де Ada, 
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M > (20) 81, 其 中 一 个 变量 视 作 其 余 ”个 变量 的 函数 ， 则 两 边 


n+l 


微分 得 2 ziez: 一 0， 显 然 , 至 少 有 一 个 ztSS0, 不 妨 设 zs0. 
TË, 


P= У (D rdr An AR АВА 


“4 | Laen n н 
(—: drl- -rgdr Става A=: Ada" 


ж"! 
n+1 
>, a? Cn 
=(—1)”*—— dzl Ate A dz" = = dx! А Дх", 


其 中 了 :5"->R"+! 为 包含 映射 ， 这 就 证 明了 Г*п 2 58° 上 的 处 处 非 
От С" 微分 形式 ,由 定理 1,S” 是 可 定向 的 . 
例 3 4 维 复 解析 流 形 (M, D) 视 作 2n 维 实 解 析 流 形 是 可 定 
向 的 .由 第 一 章 $1 例 5, Jacobi 行列 式 为 
Iul, epu", v,e o _|Ә(ш,+-е,ш")|* 
Ә(ж!, ++, z". y, ..,9") i 2(\!,++,,2") 
#k (M, Z) H 2п 维 实 解析 可 定向 流 形 . ` 
#14 1 维 实 射影 空间 Pr(R)， 当 ?为 奇数 时 它 是 可 定向 的 ; 
当 % 为 偶数 时 , 它 是 不 可 定向 的 . | 
FL H — 3 $ 1 BJ 4, 


>0, 


PiU >R", 
1 Е-1 — k+1 n+l 
1 ... п+1 = T ... Io * ... т 
g, ([ (z 多 9 ї ›)=(®› 3 rr 9 1, z А 3 re ) 


一 (EL os ER, Et rt, 


Jpop- —9G5' £ l 671. ss | £nti) 
С (1, pE T Ert ... Et) 
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+k 1 п+і 
= (—1)! (6) . 

(1) 如 果 % 为 奇数 , 则 

J, = (7 他。 РНЦ 
由 此 可 推出 D= {Ur рь), k ар; (Urs Propi), Е ЛЕЕ 
一 1 +, RT WE УХ 1 PHa) (О) 2 = ((U, 
Ф) 10,ф)Є2, 521 中 的 元 素 满 足 定义 1 rB(2)) M fj— 
定向 。 这 就 证 明了 P"(R) 是 可 定向 的 . 

(2) 容易 看 出 ,0:[0,1]>UCP"(R),o(t)=[ip+(1—ti)g] 
.为 连结 [pj] 和 [qj 的 一 条 道路 ， 其 中 5p 二 (Pp'，…， рё, 1, р, e, 
р"), а=(@\,+з,4* 1,1, 9,5,0). 因而 Vi 为 P*(R) 的 道 
路 连通 的 开 集 ,三 1,…,% 十 1， 

如 果 в 为 偶数 , 则 

1 \"+1 (220, „ё&**'<0, ` 
Te Lo 18810, 


再 根据 第 二 章 S 2 定理 6(2), P"(R") 是 不 可 定向 的 . 

52. ik P: 民 ”及 р(х) = —х 和 pi: SS", pi (zY 
= 一 2 为 对 径 上 映射 ;产品 一 下 ，T(z) 一 2 为 包含 上 映射 ; =:S"— ， 
P"(R)y=8"/—,xz(z)=[z] ARRE. 


n +I 


; — 
因为 p*n= >] (—1)*-(—2%)(—4:!) Л A Саа) ЛА 


(—dz"*1) = (—1)"*1q#H р°Г=1° о, (п 参阅 例 2 方法 4), ВТО, 


ЮГ =1* ә р* = 1*(( 1)" 1р) = (—1)"*1Т*т). 
(1) е ар. Н pi (Г*®) = ГЖ о, 2) АИ 1ЧИ, 
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RIEP (В) = 8° /-—_1-йуп С JE wo 使 得 Г = x" o. 
为 此 , СВ" 为 开 集 ， 使 得 mo :U-> z (U)CP"(R), л„=хл| 
ХОУ Е. E ro(Z) 中 ,定义 
o= (тр!)*(Т*т}). 
如 果 rr 为 另 一 微分 同 胚 且 о, (U) =V, WI 
piony = pi onp = (aye pi) Sag 

Жїбтє!)*(Т*т) = Cap!) о Ўр) = (пу) Un). KRENT o 
为 P"(R) 上 的 整体 % 次 0” 微分 形式 , HAREA Г*п=л*о. H 
W I*n TE S* 霸 处 处 非 0， 所 以 @ 在 P"(R) 上 也 处 处 非 0， 根 据 定 
理 1,P"(R) 为 n 维 可 定向 的 C0” 微分 流 形 . 

(2) WẸ п 为 偶数 .〈 反 证 ) 假 设 P"'(R) 是 可 定向 的 ， 由 定理 
1, 存在 P*(R) 上 的 处 处 非 0 的 ww 次 С^” 微分 形式 о. 因为 

д(х) Ор) „= (g1*0), = (z*o),= (p*en*o), 

= (pt(g1*n)), =g(p, (2)) Cpt Іт) = —g(—z)(I*n), 

其 中 g 29 8* 1 Rb RF djE O ШУО” FA #. Ат) >< 0 # H g(z) = 
一 g( 一 z) #1902) 590—2) <0. 根据 道路 连通 拓扑 空间 S" 135 
续 函 数 的 0 值 定理 ， 存 在 EES" 满足 g(8) =0， 这 与 9 在 8" 上 处 
处 非 0 相 巴 盾 .。 因 而 P"(RR) 是 不 可 定向 的 . 

例 5 Mobius 带 用 =f([0,2x]x( 一 6,6)) 是 不 可 定向 的 ,其 
sh f: [0, 2x] x (—ô, 6) > R°, fg 


1 


fluv) =(2cosu + vsin cosu, 2sinu +vsin-psint, vecos >) 


= (2cos u, 2sin u, 0) + (sin #сови, зіп 7 sint, 5) 


H СА. 
事实 上 ,因为 
falu, 0) = (—25іпя, 2соѕи, 0) 
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, - - а u 
folu, 0) =(sin -сови, sin sin и, cos ) 


2 2 2 
7.2. —-2sinu 2сози 0 ЕА 
р. =| = | 
ЕЯ лаз sin sinu cos I 


法 向 量 N (u, 0) = }„(и,0) x fl, Gu, 0) =(2eos S cosu, 2сов sinu. 
—2sin $), IN(Gu,0) | =23<0. FFH C= ((2сози, 2sinu, 0) 10<и 


<-2z} 紧 致 , 故 存在 д7>0,{# f:[0,2=] x (—ó,ó) > R ARA. T 
N(0,0)= (2,0,0), N(2z=,0)=(—2,0,0). PRVA М(и,0) С 
走 一 图 后 改变 方向 ,根据 定理 2, M 是 不 可 定向 的 . 
为 了 得 到 重要 的 Stokes 定理 ,需要 引进 % О" 流 形 W 的 开 
TRMA п—1 维 边 界 流 形 3 形 的 诱导 定向 , 为 此 先 证 下 面 定理 . 
定理 3 ШОУ, 2) n 0" TERRE, Жар Z, (М, 
Dau AW, DAFT. | 
(1) 型 是 可 定向 的 ; 
(2) 如 果 MEW уш PA Ж ӘМ Ж W 的 ?一 1 维 正 则 子 
流 形 , 则 ӘМ 是 可 定向 的 . 
ШЕН (1) 设 #,={(Ч„,ф„)|аЄн}, 显然 Di u= {MNU 
Palunv) 19и) M 的 一 个 定向 . 
(2) 因为 9M 为 WW 的 4 一 1 维 正则 子 流 形 ， 由 第 一 章 $ 2 >£ 
FE 3, 对 任何 рСӘМ, fr fE p WJ ЧЕ 5 ИЖ (U, p), {x HE 
| Ф(МГИ) =Ф(0) П {zl >0}, 
Ф(ӘМ ПІ) = (0) П (z |z" = 0) 
令 2.= ((U, p), {r} (U, PED, НЕ (*)). aR Uu 
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(+) 


; ; со 9 
Ф.), {1} ED, (Ups Фв), {#'}Є@›, 则 在 U, ПО» 中 ， É с, Əz" | 


д .. d УКШ "==" (хх! з,х"С!,0)=0 推出 


= É 


Р" ! 
yl cy” i 


oy! | Jy”! 0 


Эх! д! 
аи, D ago сы, О, 
“йт ту z t zz ә n-! 
alel, o, aT) DT] в т "°° 56-1 0 
әу. Әу ay 
Әх" Әх" Әх" о-о 
I’, 0") 
= "— >0. 
alr’, 25 x”) i a0 
从 
әу" , у" (zx! R x" 1, z") — y" (ж!,- э, zn"), 0) 
= | , : 
Әх" z =0 а. z" — o 
f n 1 ... n 
= lim 226727529 >0 
EL z 
得 到 
2(9' ... y”) 
EY sty 2 >00. 
Ily 6,291) |," 
于 是 ， 


{(2М ПО, |мл.) | (U, Ф)Є2,} 


确定 了 ӘМ 上 的 一 个 定向 ,因而 3W 是 可 定向 的 . + 


- 


定义 2 ааз, 01| @, ө, 


(zt'|i=1,:-n) ED) 所 确定 的 IM [уде Гарк W fj E A (N 
而 由 М 的 定向 2 x) ЕН ӘМ 的 诱导 定向 . 


定向 流 形 М 上 的 微分 形式 的 积分 是 数学 分 析 中 第 一 曲线 . 曲 
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面积 分 的 推广 ， 而 这 种 积分 的 定义 还 必须 应 用 近代 数学 中 极其 量 
要 的 单位 分 解 的 在 在 性 . 

定义 3 (М, 2) апа О" 仿 紧 的 可 定向 流 形 , Z 为 其 定 
向 , аА НИЮ М. o 为 型 上 的 2 次 CO" 外 微分 形式 , Suppao 
= {1EM |о(х) 0). (Ua! Ua Фа), {а44@}ЄФ,,аен}ҖМ 
的 局 部 有 限 的 开 和 覆盖 ，{g94 асир Е (U, aS н} йч її Iw A 
H Supp ga 为 紧 致 集 ， 在 (Ze a), {21}, 

9.0 = 94: dadrt A Adat, 

显然 , Supp 7,0СЅирро 为 紧 致 集 , 故 


|, MNU a) (9а а.) OPa (ха, tt, Ba) ra drs 
为 有 限 值 ， 我 们 称 


ро (а) Уе) |; 


wa асл 


| (Jat aalo pa’ (xi ts х") drl dr 
аса Pa МИП) 


Í (б оф) (рг) 
Фа МПО.) 


до И LYRAS Jeri (pz) о Ж p. (U fb n k С” 外 微分 形 
(gz O= aapa (zl, +, 21) блі Л йа 删 去 外 积 入 ， 因 为 
Suppo 紧 臻 和 {gs1wEp} 关 于 单位 分 解 的 定义 中 的 条 件 (2), Suppo 


RARA Suppg, 相交 ， 因此 上 述 的 和 中 实际 上 只 有 有 限 项 可 能 
不 为 0. 


引 理 1 积分 | о 的 定义 与 {(Ue Pa), gulaEA) 的 选取 无 关 ， 
即 积分 的 定义 是 合理 的 . 
证 明 (У, (У, р), GHEZ, ВЕ) 0 M B-A RR 


AREARE, (7,126) 为 从 属于 Vel PE) 的 单位 分 解 ， 则 在 
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UNV 中 ， 
о аз A Ахт b dy) Л Adyt, 


Ilta `", та) Ә(х1, 5,27) 


b = (Zaa) а, ӘС се, Za) 0. 
j Ilys "+, 98) , Ә(уз, ``", Ув) ` 
于 是 ， 
| (gu Go) opa (ж, уха) ёха бла 
«єн *¿(MDnU,) 


=>; >; (ga` Хага.) фа (2l, y хт) тда" 


aEpy :ВЄ» |, сво 


(Jar Хаа.) фа (zl, =, 20%) бліх 
та МПО ПУ д) 


va(MNV ВПО.) 


=> >| 

аси рВЄ» 
= 之 >| (fa ga bap) os (Ур е» 08) йук "dys 
=] >| 

ШИ. а 


(Јада) 9р (урэ "77, Ув) бук ув 


¥a (MNY д) 


(р-Б) уу (Hatt ив) був dys. 


= пкр 


pEr” 
其 中 第 3 个 等 号 是 由 Riemann 积分 的 变量 代 夫 公式 得 到 的 . + 

定理 4 ШОМ, Ф) уп О" 可 定向 的 仿 紧 流 形 , 2, 为 其 定 
向 ， 形 为 其 定向 流 形 ，o，oi，os М LH nk 0” 微分 形式 ，. 
Suppo, Suppo,, Suppo: WEAH, À, z€ R. 

0) (ое [о ih est -A 255 MaE 
向 流 形 . 

(2) А (ei поз) = A|. оао. 

(3) 如 果 М,, М, 为 М ЛЕ, М= М0, М, 
М, 与 М 的 定向 一 致 ， 则 
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[-o= |. о + А о. 

证 明 由 定义 3 和 Riemann 各 分 的 性 质 立 即 推 得 、 下 面 只 
证 | o=- |-0. u | 

Жыр, (zD аси) ЖЕЙ 3 йк ЕИ БДИ 
标 系 ， ШС, pro Po), {ye} аси, у= 24, і = 1, .+ п п— 1, ун — 1) 
为 定义 3 hap F М BEI ВАК, (g. aS u) И, Ж F 
它们 的 单位 分 解 。 则 在 U. H, 

о = а.х A A баа — айу A A dyi 


| | —(g.'a.) ° (pr gpa)! 
аси PoPa (МОС? 、 
(уаз Ya) dy; dya 
l =— >); | (g.` Ga) opa (zls х5) 公国 了 和 
агь > Ф M Ua) 


=- fo. +: 
定理 З( ЕК) EOM, Фуу п ДЕ С” 可 定向 的 仿 紧 流 
#,]:М,> M, 为 О” AAE, D 为 M, 的 定向 ， 开 ,为 其 定向 


ЖЖ, (ОФ), pF DIU, ф)Є 2) = @» 2) M, 所 给 定 的 定向 ， 
А ИА, = fM. o 为 M, 上 的 次 О” 微分 形式 , Suppa. 


紧 至 , 则 | fo=[ o=f, o 


Узум, 


证 明 Uo Pa) aSu) 为 定义 3 中 相应 于 M, 的 定向 局 部 
Ф, (д 1аСи) 为 从 属于 它 的 单位 分 解 . 而 (CQ, 
pao f) |«©и} 为 定义 3 中 相应 于 焉 ,的 定向 局 部 坐标 系 , (9°f lasp} 
为 从 属于 它 的 单位 分 解 ， 于 是 ， | 
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|; to 


(gaof)o (aef) (Cpa f) to) 


>| (sof) NS-U) 


| Jarpa (pa) to= h, O. 4 
aEp P.C МГ) 


在 R rh, 变量 代 换 公式 为 


f- aldy A... Ady” 
=f. аа) Ea! д Ada", 
М, 
这 比 通常 的 Riemann 积分 变换 公式 


| ив | Са) Заан 


的 优越 性 在 于 除去 了 讨厌 的 绝对 值 号 ! 

现在 我 们 将 定义 3 作 一 点 推广 ， 并 可 立即 着 出 上 述 有 关 的 定 
理 也 能 类 似 推广 , 证 明 方 法 也 是 相同 的 ,不 再 玖 述 。 这 种 推广 有 利 
于 Stokes 定理 的 叙述 和 证 明 . 

定义 4 aW, D) An H C ROTERE, 2, 为 其 定 
向 , 记 此 定向 流 形 为 证; M 为 W 的 开 子 流 形 ,而 由 W 确定 了 定向 
WE M; IM HMHR, RE CESE, 或 者 它 是 4 一 1 H: 
CEN FRE. @o 为 丙 上 的 ?次 C" 微 分 形式 H Suppo 
= {ЄЙ |o(z)><0) ARAE. {Ua Un Pa), IED, аен} № 
W 上 药 开 覆盖 ，{gelaEi} 为 从 属于 {DelaE 人 的 广义 单位 分 解 ( 参 
说 第 一 章 8 3 定理 4, Suppg Ж, 19 (Ѕиррд,|аСр) 是 局 部 


... х" 


ЖЕШ). EUn Фа), {жї}, BRE ҖЕ Suppo ñ5 HI Ж 
Suppg.oCSuppg。CU。 为 紧 致 集 ， 以 下 | -o 的 定义 和 相应 的 定理 
的 论述 是 与 定义 3 完全 类 似 的 . 
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当 取 W = М,ӘМ = 时 ,定义 3 就 成 为 它 的 特殊 情形 . 

定理 6(Stokes 定理 ) ШОР, 2) n t С" 仿 紧 的 可 定向 
流 形 , D, 为 其 定向 , MCW ЭКЕЙ, ӘМ БМ 的 边界 ， 或 者 
为 空 集 或 者 为 4 一 1 维 0” 正则 子 流 形 ， 相 应 于 2: 的 定向 流 形 二 
МЕТЛИ 和 32 的 诱导 定向 确定 了 3 如 ，@ 为 玉 上 的 4 一 1 次 0” 
微分 形式 , Suppo 是 紧 臻 的， T:2M— M 为 包含 映射 , 则 


[ово | Pro (R| olu 0X, Xn) 
“x әм ðM 
=o (I. X, ух). 


在 不 致 混淆 的 情形 下 v 我 们 将 Stokes 定 理 记 作 | do= fo. 
# ӘМ = 和 ,右边 积分 理解 为 0 
”证明 RAM AW 053F Йй ӘМ 2 W ñb n—1 维 正则 
ТЕ ВСАА НАКЕ Ж Uap) ED, Eu EIM „= 2 
еч ӘМ ПШ „ге Bh, 

„(СМ Г) =.) ЄВ" |2" >0}, 
~ PalIM U.) =Ф.(0,) П (z€R*|z"=0). 

TJ, ЖДЕТ 上 的 一 个 从 属于 {(U。，go) аби) 的 广义 单位 分 角 


{ygalxcA， 它 还 诱导 了 94f 上 的 一 个 广义 单位 分 解 {gsj xjaEA。 
从 | 


РЕ Lago) = | (e). 
立即 得 到 (注意 : 除 有 限 个 «外, gol изи =0) 
| = А ао) |ә) У ао) 
= > fr (gao) = Ja se)" | ro. 
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最 后 证 明 引 理 2. ARRU. mo) 的 局 部 坐标 为 fr 
-5n lg; d Дд. лн А-А йа", 
则 
Kas @ ава A A ФУЛ Ada" ме), . 


H a 


(1) ӘМ 1) U, = @. 
因为 wp.(Supp geo) 紧 致 ， 故 存在 充分 大 的 尽 使 ai 可 延 拓 为 
[—В,Ё]"= ((z1, ++, а") | —В<а?<В,}=1,+,п} 
上 的 С” 函数 (此 时 we(Supb 9.0) C[ —R, RJ"), Ж 


а; | L- RR -ea (Ua) = 0. 


于 是 ,| 409.9) = | дас. 
Fa (MANVe) Š Эх 


£ =1 


ы да; , п да, 
= — i dri |. dz": = | і д-да” 
上 | =: 之 t-r, R)" Ә®' 


AN 
dagl. бх: --edz" 


(2) IM NU. 
因为 pa (Supp ‚пене, 用 相克 分 大 的 
Р, {E a, 可 延 拓 为 
ГВ, RJ" [0, В) = (бал, a") | Ва В, j =1, а 


' 1,0<z*<R) Ь О” 函数 (此 时 p. (Supp go) П (z€ R" |z*2>0) C 
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r R, Rn" x [0， RI), 使 得 


d;l t- R, R1" 1 x10, Rl- pa Ua) 一 0， 


йаа) = | sg йт! dz 


a (M Са) ; 


гв," 15 6 R1 92° 


M 
= zf да; —dxz'... dz" 


Хї= R 


A~. 
dz... ах’ |... dz" 


а; 
zj. R, R)” 2х[0, 81 


zi=— В 


"= R 
И; РЕ 2, da's edx”! 
-R,R 


21-0 


一 |, patala, ee 2971. Oda'da")! 


= ("| абат, 7, О) A Ada" 


2м 


ч балда! A- AGRA a A ёт"! 
-| (Zv аба Aee Хах A лег), 


=|_ cga) | a= Pao), 


其 中 第 5 个 等 号 是 用 到 了 ӘМ 的 诱导 定向 的 定义 中 的 (一 1)"。 H 

在 实际 应 用 中 , 经 常 遇 到 MU ӘМ 是 紧 致 的 ,此 时 不 必 予 先 假 
定 Supp o ERAH, RAR Eo WUW 中 开 集 ) 上 的 n 一 1 次 
С" 微分 形式 ,这 里 MU3MCUCW. 

H M U2M 紧 致 ,存在 W 中 的 开 集 P, «УЖЕ Н MUƏMC. 
VCPCUCW, 根 据 第 一 章 §3 推论 1, 存在 С" 函数 o: W—R, 使 
0<g(z)<1,z€CW;g(z)=1,z€ M UƏM;Supp ФСУ. 于 是 po 可 
WE W Eñ # 一 1 次 Cr 微分 形式 ， 且 Supp po 紧 致 ， 于是， 对 
po 利用 定理 6, 
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| do=] d(go)= | I*(po)= | 1*о. 
15 一 J 一 > 
м М êM эм 


ТЕЛУ, Newton-Leibniz 公式 ,Green 公式 ,Stokes 公 
式 , Gauss 公式 统一 成 Stokes 定理 ， 它 是 现在 证 明 的 Stokes 定理 
的 特例 . 

例 6 R h Stokes 定理 的 几 个 特殊 情形 (图 22). 

(1) Newton-Leibniz 公式 . 

M CR" 为 1 维 0” 正则 子 流 形 ,3M = {а,Ь}, MA 1С” [д] 
WIE, (2160 е +e, t <t, е220) Ж M 的 定向 局 部 坐标 


Ж. 2 = (—a, 十 下 为 诱导 定向 所 确定 的 流 形 . o=f,do=if, WI 
af i If 4х ' df 
| -| 52 zr = [аа =| 1“ 
=f(z(t))|#=f(Gz(t0)—f(z(t0)=f0)— Fa) 
= 了 f(x)|? 
- [7 
更 特殊 地 ,WW 二 R', М (а, 6),ӘМ = (а,5), M= (а,Ь), ӘМ 
= {--а, +b} 
[а [сао Т8) а) |, 


(2) Green AR. f 
W = Rš, M 为 R°: Б, ӘМ 为 O° 封闭 曲线 ， 且 为 1 
维 正 则 子 流 形 ， 定 向 藻 形 W 确定 了 M ЕШШ TRE 


— _ ` Әр 
ƏM. w=pdr tady,do= (54-—5Ё-}йа/\ ду, 则 


А 
і. Q і. 2—52.) Ady= | pdr tady=| о 
M M әм 


әм 
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(3) Stokes 公式 ， 

W=R', M 2 R° h 2# C” 曲面 , 且 为 2 维 正 则 子 流 形 ,9 有 M 
为 C” ШШЕ, Н. 1 维 正则 子 流 形 ， 定 向 流 形 确定 了 M 和 诱 
ЕТОМ. o= pdz + дву тй, 


dy^dz dzAdr ах Лау 


| ә 2 2 
do 一 Jr 2% д2 | 
p g T 
dyAdz ба Літ бх Лау 
_ 2 а. а 
则 Ka Jx 2% Əz 
M M . 
р 9 r 


= | pdz +-qdy + rdz = | б). 
ә — 


(4) Gauss 公式 ， 
W = Rš, M 为 Е 中 的 有 界 开 集 , IM 为 2 维 С" 闲 曲 面 , 且 为 
2 维 О” 正则 子 流 形 ， 定 向 流 形 W 确定 了 M 和 诱导 定向 确定 了 


一 一 》 
ЭМ. o=zduA dz+qdz A dz--rdz A dy, do=(22 222r) dz N 
Ər ду Əz 


dy Adz, WI 


2 ydr? 3 
= "Y r 2 qr этеа) __ 
aM={-a;tb]} 4 一 6 у! EE 


图 22 
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“202. 


_ [ /ap 24 ar 
ЕСЕ ІЩЕ ШЕГШЕ” QZ 人 0 人 dz 
M M 


= | Раул dz+qdz A dz + rdz A dg. 


әм 


第 四 ы Sard 定理 、 Brouwer 度 和 
Poincare-Hopf 指数 定理 


末 章 81 证 明了 著名 的 Sard 定理 , 并 应 用 Sard 定理 和 Wei; 
erstrass 逼近 定理 证 明了 Brouwer 不 动 点 定理 82 给 出 了 从 紧 
Ж С! 流 形 到 连通 С! 流 形 的 C 映射 的 Brouwer 度 的 定义 ， 然 后 
再 证 明 Brouwer 度 在 С' 同 伦 下 是 不 变 的 . 作为 度 的 进一步 应 用 ， 
引进 了 G= 流 形 上 EC” 向 量 场 在 其 孤立 零点 处 指数 的 概念 , 并 证 明 

了 局 部 与 整体 、 Аш 了 代数 拓扑 相 联系 的 级 其 深刻 的 Poinc- 
агё-Нор 指数 定 


51 Sard 定 理 


Sard 定理 指出 临界 值 的 集合 总 是 “微小 的 ， 它 的 Lebesgue 
测度 为 0. ~ 

定义 1 ШМ, PDH nk (21), i= 1,2, f; M> 
М» 2 С° ШЕ, 107. 

如 果 (тапк Ј),< п, PEM, WI Ë ?为 了 的 a жа ч; дз 
(тапк), = пг, РСМ, 则 称 2 为 了 的 正则 点 . | 

如 果 4С М, {#{ 7 (9) ж > Е, ШК EAER 
值 ; w* 中 非 临界 值 的 点 称 为 正则 值 . 

та CrC 为 了 的 临界 点 集 ， 而 R = Mi 一 Cr 为 了 的 正 删 点 
集 ， 于 是 , f(07) СМ, 为 了 的 临界 值 集 ， 而 MECA fE 
则 值 集 . ш 

TA E n<, 则 M, =C. Ф СМ СМ) СМ, FC), 
ШЕ g AE RHE. 
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定义 2 W ВСЕ", 如 果 对 任何 上 >0, 总 存在 至 多 可 数 个 方 体 
C(s: r) ={2ER" | |z — zil <r 5 一 1 n}, ¿€N, {#40 BC 


U O (zi, ту), А 5 volC(zori)= 2 (27;)"<e, 其 中 volC(zib rí) 


表示 Clo ri) 的 体积 , 则 称 B 为 R" 中 的 零 测 集 ， 记 为 meas B= 
0. JEFPF B ñj Lebesgue 测度 也 为 0. 
从 定义 2 容易 看 出 , R° 中 零 测 集 的 任何 子 集 为 零 测 集 ， 至 多 
可 数 集 为 零 测 集 ， 至 多 可 数 个 零 测 集 的 并 为 零 测 集 . | 
定义 3 БОМ, 2) Зуп Е CO (r21) й 41( 具 有 可 数 拓扑 基 ) 
流 形 , BCM. 如 果 存 在 至 多 可 数 个 (Um, pm) Є, MEN, të p= 
U BAUME pc | Ј 0, Н ф„(ВПО,)0 В" 中 的 零 测 集 ， 则 


ж B ZS R| K. lu fE meas B=0. 
由 定义 2 和 3 立即 可 知 : 
B Ze W <=> Ч РСВ, 存在? а Pp)E 
D, E13 p BNU) A R" 中 的 零 测 集 ; 
«УЕН, PED, ф(ВПО) A Е" На Ж. 
定理 1 (Sard 定理 ) (Me Ф,) уп; # Or Ë) А, їй, Ж 
(r221), i=1, 2, }:М,—>М, Ж) С, 1<0<т. Ж 8221 
max {n; — tz, 0}, ШИ meas f (Cs) =0. 
证 明 参 阅 [Sternberg, Р47—55]. 
我 们 对 儿 个 特殊 情形 (如 定理 2, 推 论 1 定理 3) 加 以 证 明 , 其 
方法 是 极其 有 用 的 ， 
定理 2 设 UCR AFR, 7:028" 为 С! Ry, f=(f1,…， 
fa), detDf (2) |  =0, 则 measf (O,) = measf (U) = 0, # rh Df (z) 
= (f. ). 
Әх) 
证 明 RANER U 中 任 一 边 平行 坐标 轴 的 方 体 Vs， 都 有 
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ч 


meas f(U,) == 0. 为 此 ， 将 U 的 每 一 边 分 成 等 分 ， 得 到 Zo 的 
入 "个 大 小 相同 的 小 方 体 ， 在 小 方 体内 任意 取 定 一 点 to 则 对 该 小 
方 体内 的 任 一 点 x, 有 _ 

fC) = f (ав) + Df Gae) (z2—z4) +o (|z — zl) 


= Р(х) + Df (z) (z— zú) (у). 


因为 1f:0->R" 为 C' 映射 , Н деру (а) |.=0, Wk3R4E a CH 
要 时 作 适 当 的 正 交 变换 ) 


Dfe) (20. чи! ` ) 
、 0 -= 0 


于 是 ,对 小 方 体内 的 任 一 点 z, 


КО — fı (to) есл К 
| : KOD BEO 


fala) — ў, (20) 2° — 20 
因此 , 在 Ze 上 , 显然 存在 正 的 常数 (与 N 3361) K< +o, 使 得 上 
述 每 个 小 方 体 的 象 的 (Lebesgue) 测 度 不 超过 


KG aE) 
这 就 得 到 了 
0<meas 0)" (1 


004+), 
Ер meas f(U,)=0. + 

推论 1 ОСК" AFE, т<», f:U— R" 23 C! ШЫ], WI 
measf(C,) =meàsf (U) — 0. 

证 明 ik j:Ux Rim R, Jlri, +з, ш", а", эз, z") = 
FC, a"). 显然 ， аашаа, 由 定理 2, measf (U) = 
measf (U x R" ")=0., +4 

定理 3 ШСМ, D) A т ik O> Ë) A WE i =1,2,у:Мү—> 
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M, Jy C> 9, 则 measf(C,) =0. . i 
. 证 明 IH 3, 为 A, 空间 ，i 二 1,2， 只 上 须 证 明 ; Le UCR 为 
HE, FUR" 为 C” ЛАҢ, С, 为 了 在 也 中 的 i Жл Ж, BF 
measf(C,) = 0. 
现 应 用 归纳 法 证 明 . 注意 意 定理 对 之 0, n1 都 有 意 EL, R° 
H 4 0, йс л, =0 Wa 


5 С, {r= (zs CU 2а) 0,1451), 
! ЕЭС F Та 


W, CDODOD DCD a D. 我 们 分 三 步 来 证 明 : 
(1) теаѕ/(С;--С,) = 0. 
ш а, 1. С, (zCU| (rankf), =0) = аер SG) =0) = 
Cit FREA, measf (C—C) = measf(Z)=0. 
当 по222. 对 任何 #50s 一 C4, 由 3E0,, 则 必 存 在 某 个 偏 导数 ， 
如 2 HD) 0. 


ена һ: U—R"i,h(z2) = (fila), то, е, хь). 因为 haz TE 
退化 , ЕН КЕЙС ДЕРЕ, 存在 #3 HAIER V, ДЕ hV >R) A С” 
Ж, Дойла В: (И) У. 2 дов: АУ) >В", б, 
=A ПС), 因此 9 КИНЕ gCo) = (РВ) Б NC) = 
РУ ПС). . Е 

ЕРТЕ (Е, а», е, En JERV), Н g(t, fa Tn) = feh (t, 
z а) =FR RCE) =F) = С (а), Ра), +, Р, (0) = 
(t, С), 5, Р (EDEL х RCR”, A О 

х Вет) АУ) > х R"! 

表示 9 在 Воі 上 的 限制 ， 因 为 


eH: e) 
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RCl, Eost, Ea JEC <=» (1, ть, з, za DCC, 由 归纳 假设 ，meas 
g! (C :)=0, 于是， meas(g(C,) N(x В°-1)) = measg! (Cy:) = 0, 
根据 Fubini 定理 ， 得 到 meas (И ПС;) =теаѕд(С,) 二 0， 所 以 
measf (O ,—O,)= 0. i 
(2) 对 任何 3€0; 一 Ciis， 有 ZEC 则 必 存 在 某 个 


— 9 f ao, 50, mole) 2 f 在 天 为 

CETACEI > Е 903,913, 

0, 但 2 (5) 关 0， 不 妨 设 j=l, M C° 映射 h:U- R", h(x) = 
ЕД 


COCE), т», ++, En JAIE 的 某 开 邻 域 , 使 得 :Vxh(V) 为 0” БЖ, 
注意 , 由 Cao, AHR, KONV} xR A g= foh: 
АУ) >В", д9 |р ((0) xR DNAT 28". 由 归纳 
知 measy(07) =0. H Ci, №, g, g ЮЖ, ВС, Y V)CO; (HMA 


MAS RTEA 0,221). ЭШ, ` 
0= measg (A(C: ПУ) ) = measfoh |. ysam (h(Ə(C ГУ)) 
=measf(C, ПЕ), 


~ 由 于 Qi 一 Ciwi 被 至 多 可 数 个 这 种 开 集 了 所 覆盖 ， 从 而 推 得 
measf (Q, —O,, i) =0. 


(3) s> 1 时 , теаѕў(С,) = 0. 
; | 


令 ICU 为 边 长 等 于 6 的 闭 方 体 . EiT Щр 
measf(Ci 们 7) = 二 0， 因 为 С, 能 被 可 数 个 这 种 立方 体 所 覆 羞 ， 故 
measf (O,) = 0. | 

iz z,z+ Az€T, 由 Taylor 公式 有 

f(z+Az)=f(z)+R(z, Az) (1) 
再 由 7 的 紧 致 性 和 С, АЕ ХАВА (а, Ла) «СА, 这 里 0 
为 仅 依赖 于 了 和 了 的 常数 ， 
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© ен йт Ш КОЮ МАЊЕМ. Ф л Ж 
包含 z€O, 的 一 个 小 方 体 , 则 对 任何 z+AzE7i， Аа n S. 


REOR 包含 在 以 了 (z) 为 中 心 边 长 为 TELDI 的 方 - 


体 中 ,因此 СС П а ЕВЕ r 个 方 体 的 并 中 , 这 些 方 体 的 总 ， 
体积 


— iti xv no 
(оба) 


м i>i 
(2С (мп, ô) нул рпі-а2( +10) —— r> oo), 


故 meas КОКТАЛ) =o. 
经 合 (1)(2)(3) 得 到 
0<meas /{С,)<<теа$/(С,—С,) 


#-1 
十 > теаѕ/(С,--С;.1) +measf(C,)= 0, 
j=1 


measf(C,)= 0. + 
ЖІ 只 证 第 1. 第 2 步 而 不 证 第 3 步 不 能 推出 定理 结论 ， 因 


为 measf > CERERA 0. 


推论 2 (А.В. Brown) 17: M,— М E s= BB 1 的 条 件 , 由 
ЕЛЛА М. РСС) M, 中 是 处 处 稠密 的 ， 

证 明 对 于 任何 EM 和 2 的 任何 开 邻 域 7 由 Sard 定理 ， 
теаѕ/(С;) = meas(f(O,) ПО) =0, 故 meas(U, — F(C) П0,) = 
measU,><0, 所 以 存在 9EUp 一 了 (Oy) 站 ZooCW: 一 上 Cr)， 这 就 证 明 
了 及 ,一 有 (Oy) 在 M, 中 是 处 处 稠密 的 ， + 

定理 4 1(М,, D) A n АЕ С" 流 形 (7 宇 1),i =1,2. М, 
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М, Ж) С" ВЯ}, QC M, H f AERE >n), Ш}[71(@)С М, RA 
FERH n— n С” 正则 子 流 形 . 

证 明 因为 xeM, 为 的 正则 信 ， 故 对 任何 Psf-'(g)， 
<rankf),— п», 因而 存在 М, 中 的 2 的 开 令 域 05, 使 得 Crankf) |v, 
=m fi rankf| [J Попа 根据 第 一 章 82 定 理 4 可 知 f'(9) 
RAZR, RA M п, — п, О” 正则 子 流 形 ， 下 面 我 们 来 直接 
证 明 本 定理 , 设 рЄ] (д), Ну 为 了 的 正则 值 ， 故 (rank /)›= 
Re, fap: ToM >TM: ЭЯ, H. Kernel fsp 为 ni 一 n2 维 向 量 空 
B]. ДЖ M, dh Ж M, tE pe M.C M,, Н М.О" ix À. R*, 不 妨 设 
MCR. 

选 一 线性 映射 I; RR", (E LA far 的 核 空 间 Kernel 
f< = (fas) 0) СТ,М.СЕ* ЕЗЕН. ЖЖ УС 映射 下: 
M >M х R", Р(х) = (f(z2), L(z2)), ERF (X) = (fal X), 
L(X)), ХЄТ,М,, 这 里 切 向 量 按 坐 标 观 点 定义 ， 于 是 ，Fxo 是 
非 退 化 的 . #B E КЕЕН Ж E BB, F j# p 的 某 个 开 令 域 UC" 同 胚 地 
ШО (ө, LO = (f(p), L(p)) BJ “ЭЕ У Е. MAERA 是 . 
f '(q)f=EB 3 F РВЕ F E g xR" h, HFH ONU 
Cr |F] IF big: g) (g x Ке "2) ПИ E. 这 就 证 明了 OCM, 或 者 
为 空 集 ,或 者 为 za 一 ns ҖЕ C ENTRÉ, + 

ERZE Š 3 的 Stokes 定理 中 ， 我 们 已 经 磁 到 了 “ 带 边 流 形 ” 
UaNM. 下 面 我 们 给 出 它 的 确 团 定义 . 

定义 4 设 团 的 半空 间 Н" = {(ш!,--,х°")Є R*|#"220) , HAA 
9H*={(xl,,2" ,0) |xiER, 7)=1,.…,7—1}=R" х {0} C R". 

如 果 M 为 TY 空间, 且 对 任何 РСМ, {Ек p ТЕ М 4 
5% U АЮ p: 7->р(0), Ж ФОО) СЕ" % Н", HAIJE, WAK 
М уп 维 带 边 拓扑 流 形 或 C" 带 边 流 形 . 

SM EEEE р F M 中 所 有 对 应 于 39H" 的 点 的 那些 点 构成 
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的 集合 .应 用 Brouwer ЛУ, Ə M 是 确切 的 , 即 pEM 
车 有 两 个 上 述 的 同 胚 p， po N p (EIH <p: peH". # 
ӘМ 中 的 点 为 带 边 流 形 M 的 边界 点 ， ӘМ 为 边界 ， 有 一 9M 中 的 点 

为 内 点 . 

如 果 将 第 一 章节 1 定义 2 中 的 拓扑 流 形 改 为 带 边 拓扑 流 形 ， 
将 凡 磁 到 带 边 界 点 的 局 部 坐标 之 间 的 C" 上 映射， 总 认为 延 拓 到 R° 
中 某 开 集 上 是 Cr 类 的 映射 ,于 是 可 以 得 到 C"(r 尖 1) 带 边 微 分 流 

不 难看 出 ӘМ 为 一 个 完全 确定 的 4 一 1 维 C" 流 形 ， 而 内 部 
M —2M 为 一 个 nn 28: C” 2838. 

定理 5 (M, Ф)% п С' (т>), МВ 2 Cr й 


#, 0 ц. 则 = (z€ М |g(z)2>0) A n # CO" Л Ў 


pm 如 果 PEN, H 9(р) >20, H g 的 连续 性 ,存在 ?在 好 中 
的 开 邻 域 U, 使 得 gl „>0, U, N. 

如 果 pEN, рд! (0)， 因 为 0 为 g 的 正则 值 , 故 (rank9g),=1， 
#хь!Т„М->Ть„® ЖИ, Н. kemelg,, 为 x 一 1 БФ. ДМ 
ЖЖ рес M, B. М Cr Ik A R°, 不 妨 设 Ис R". 选 一 个 
线性 映射 L: R' В", fE L ТЕ Kernelg,, L: EBE. 

现在 定义 C" 映 射 G: МОЕ x "1-Е", G(z)=(g(), 
L(z)), В, G(X) = (g. (X), L(X)), X€T M. FE, Go 是 
非 退化 的 .根据 反 函 数 定理 ，G 将 2 03 AE EBR U Cr 同 胚 地 
映 到 (0, L(2)) 一 (9(2， 石 (p)) 的 一 个 开 邻 域 了 上， 需 注意 的 是 

9-!(0) 在 映射 G 下 映 到 超 平面 {0} xR! 中 , BG 将 9-1(0) NUC 
同 厦 地 映 到 ({0} x RD ПУ E. 这 就 证 明了 N= (z€ M |g) >0} 
Ж п #Е Cr 带 边 流 形 ,其 边界 为 9~1(0)， H 

o 下 面 将 定理 4 推广 到 带 边 流 形 . 


• 210 • 


` 


定理 6 (Me, 2) A n С" (т221) DR, (М, Bo) 
Жп Ж СЮ, nna f; M -> M, 为 CC 映射， 如 果 对 了 而 言 
以 及 对 限制 映射 天:w, 而 言 ， qS M, 都 是 正则 入 ”1 ШЖ (QCM, и 
A m — n ЯЕ O" ЭШЕ, 901-' 00) EED пәм. 

证 明 MARENDE ЕРЕ, PYLA ЯЕ 
JÉ: qe R": Ж) f: Н" > R": 的 正则 值 . 

如 果 pe f a) 5 H": 的 一 个 内 点 ,如 定理 4 f -' (g)£E p BJ— 
АМЕ Др n — n, 维 C” JE W| 28 JE 

如 果 pe f 09) 0 Н" 的 边界 点 . 选取 2 在 R": rh ñu — 4" JF 
SBER U PN Cr BRIF g9:U 一 R"*, (Et депин" = Реон". RA PA 
了 的 因而 也 是 9 的 正则 点 ,故我 们 可 以 假定 9 E U 中 无 临界 点 ( 否 
BM] BTS ДАТА AR B U), В, 9709) СА" ZJ n, — n, ЯЕ С" 
正则 子 流 形 . 

л: OSR 为 坐标 投影 ，z(z!，…，z") ае, AA 

g DEER рЄл 100) 处 的 切 空 间 等 于 g. = Јо R"i— R": 的 楼 

空间 Kergxp 二 Kerfxn( 由 9(9 "(9)) 一 9， 故 gxp(T59 (9)) 二 0， 
又 因 维 数 dim (Tpg 1 (g)) =n, —n,=dim(Kerg,,), 所 以 Tpg (9) 
二 Kergxp 二 9x3(0)). Н Ед flann Æ p 点 处 是 正则 的 ， 故 
7000) ПТ(9Н"!) = (ў |н") 5200) 0) т п – 1 维 向 量 空间 ， 而 
аіл (ў 5100)) =n — то, MI 35200) = 95300) <В", х {0}, 因为 
п5100) =R" х {0}, ЛЕТЕ ХЄТьд (9), (лао 50, 这 就 
ПЕЙ T (тапкл)ь=1, 从 而 0 为 zx 的 一 个 正则 值 (必要 的 证 胃 更 小 
的 邻 域 代替 U). 

根据 定理 5.9-:(g) ПН" =) ПО = (z€g-1(q) |л(0)220} 
为 一 n2 Ж Cr О М, ЖО) л (0). 这 就 完成 了 定理 
PWE., + 
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例 1 第 一 章 $ Ap, S= {ER | У] =) СЕ"! 


An 维 C" 正则 子 流 形 ， 现 为 证 如 下 ; ЖЖ CRA f: RR, 
n 1 


JG)= 2762, 显然 任意 gs0 都 是 了 的 正则 值 ,由 定理 4 


i=l 


S =} '(1)2 Куп C° 正则 子 流 形 . 
#J2 ikg: R" —R,g(z)=1— D 0Y 为 0" 映 射 ,， 0 为 g 


n+ 1 


的 正则 值 , 由 定理 5, D"! = (z€ R"t*!|g(z2) =1— 21 G>) 为 


К" hf ЯЕ СОЮ, 其 边界 为 9 (0) = (z€ R" |g(z) 


=1— > (zi) =S", д п ҖЕ C EFE. 


应 用 Sard 定理 和 定理 6 可 以 证 明 下 面 的 定理 7， 由 此 可 证 明 
定理 8 和 经 典 的 Brouwer 不 动 点 定理 . | | 

定理 7 设 М ARAHI nC r> 措 边 流 形 ， 则 不 存在 
СЕН f: MIM, 1E flan = Idy. 

证 明 《〈 反 证 ) 假 设 存在 СВАЯ f: M—2M, BE flan = 14, м. 
由 Sard 定理 , 存在 9E9MM 为 了 的 正则 值 ,自然 9 也 是 了 ,w= 二 Td,x 
的 正则 值 , НАС 6, FOAM WJ 1 ҖЕ С! 带 边 流 形 ， 其 边界 为 
IFD SF CONI M={q}. 但 f7'(q) 也 是 紧 致 的 ,而 紧 致 1 ҖЕ 
С! 流 形 必 为 有 限 个 圆周 和 六 线段 的 C 同 胚 象 的 不 相交 的 并 ( 参 
ГЈ. W. 米尔 诺 , 能 金城 译 , 62 一 64 701). 所 以 af !(q) 必定 由 偶 
数 个 点 组 成 ,这 与 2f (4) 一 { 时 为 独 点 集 相 矛盾 ， 翰 


п+1 


例 3 因为 D = {ER УУ] (z02<1} 是 以 单位 球面 S" 
i=l 
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为 边界 的 1L 维 О ЖЕЛИН. aEf0j UN， 作 为 定理 7 的 

特殊 情形 ,Ids， 不 能 延 拓 为 C' 映射 f: р" 9р" — S". 
| 定理 8 设 9: DD 为 CI 上 映射 , 则 9 必 有 不 动 点 ， 即 存 
在 zcpo {E gle) =e. 

证 明 (RD 假设 9 AER A, M tE ED, 2 

f(x)ES" ЖЕ g(z) ЯП z 的 直线 交 S" 且 离 z 较 近 的 那个 点 ， 令 
z—g(z) 

lz—g(z)] 
则 1=¿f(z),f(z)> =<ztH iu, gt tu = (z, £) +2t (z, иц) 

+ 2 u = (а, zy Htl +0, 
124-2005, ut а, zy —1=0, 
—2<z, u) + 2^/ z, ш) Стук) 1) 
2 


ÍG)=z+tu=x--t 


HA 120, = 
= — (z, Ww + (z, ш) — z, r> + 1. 


2 z—g(z) 1 1 
HF a= 2007 райо СЯ, 8k : 25 айс а Ec Rf: 


D"* >S" 为 CO 映射 H flant =fls.=Ids,, УЖИ 7 的 结 
ШУЙ. Е 

定理 9 (Brouwer 不 动 点 定理 ) 10: D"''->D"*' 为 连续 映 
射 , 则 9 必 有 不 动 点 , 即 存 在 ED, 使 g(x) =a, 

证 明 fE% e>0, h Weierstrass 壮 近 定理 (参阅 [Dieudo- 
nné, J. ,p133]), 存 在 多 项 式 映 射 P1: R >R E fp amga 
二 e, XED""!， 然而 Pl 可 能 将 D" Y BREA DH 外 的 点 . 


£ PG) = КӘ, BRP = |2 |10115 


=], Р(р"*)ср"+!, 且 


РС) о |00 осо ER- ra 
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—в(@[<[Р, 


ё — 
үш e= 28, 


Єр**1, 

《 反 证 ) 假 设 glr) =r, ZED 则 连续 函数 lg(x) 一 *| 在 紧 臻 
Ж D ЕЕЛМА и тім (902) 211260") = |g(8) — 120, 
ED"， 如 上 选 多 项 式 映 射 Pi DD, Рх) (т) <и, 
XED"+'， 易 见 ， 

Ра) а) 1000) — Pg 128—100) е)! 
20, 所以, Р(х) >z, В С° 映射 Р: ртр 无 不 动 点 ,这 与 定理 

ШП ЕЛНИ ЛА. ЗЕ 

+2 从 定理 9 的 证 明 方 法 看 出 ， 为 了 证 明 关于 连续 映射 的 
一 个 命题 , 首先 对 C*(% 宇 1) 映 射 证 明 ， 然 后 用 逼近 定理 过 渡 到 连 
续 映 射 情形 . 


§2 Brouwer Ж 


本 节 给 出 从 紧 致 0' 流 形 到 连通 0! 流 形 的 С! 映射 的 Brou- 
wer 度 的 定义 , 然后 再 证 明 Brouwer 度 在 С! 同 伦 下 是 不 变 的 . 

5Н 1 ШМ, уп С 流 形 ,i 二 1,2. fı М,—> M, С Bh 
ЖЯ, € M, A f ENEM 紧 致 , 则 广 :(g) 为 有 限 集 ( 包 括 空 集 ). 

证 1 a ATRA M ERAN 2.6} (y), 
k=1,2,... Ў СРО ОЗ а] М, 的 闭 子 集 总 是 紧 致 的 . 
ЁК 2, 2 BEKATI, 不 不 妨 设 z, 收敛 于 zo, Н z €f (0). AA y 
为 了 的 正则 值 , 由 反 国 数 定理 , 存在 xo 的 开 邻 域 0, 使 f.U— f(U) 
为 C || l, k flu 为 一 一 映射 . BEN lim Z = 10, IFE NEN, 25 
> BhF,z,€U, pett, [(т) = Со), ХБ flo жр ННЯ” 
М. Ж. | 

证 2 不 失 一 般 性 , 只 须 对 U, fO A R" 中 开 集 加 以 证 明 . 因 . 
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O= }(ж)— (та) =Df Cx) (х„— хо) -Fo(]z,— roh), He 
тъ х= —Df (25) 7002.-201), 


其 中 取 ntr. TA, 1 | руво) О0о со), 


[2.— zol 
F. + 
定义 1 ЖМ, рп ДЕН О 流 形 , i=1,2, М, 是 紧 致 的 ， 
M, 是 连通 的 ，f: MM, XO Bb. 则 对 王 任 一 了 的 正则 值 
УС М, — f (Cs), Ж | 
deg(fig)= У] sign fz 


r€ f-L OB 


~ 


为 了 关于 正则 值 y 的 Brouwer Ж. ДО асуу) 为 了 的 正则 点 ， 
所 以 fai T M —T io M, 为 有 向 向 量 空间 之 间 的 线性 同 构 ， 
| (十 1, fa REEK, 
Sign ин f. 反 转 定向 
由 引 理 1 СЫ Е, wR 51 是 有 意义 的 . mE O) 


x Efi» 
二 3, 自然 定义 deg(f;9)=0， 显 然 , deg(f; 四 为 一 整数 . 

引 理 2 deg(f;y) 为 定义 在 有 Ms 的 称 密 开 子 集 M- fC) 上 
的 局 部 常 值 函 数 ， 且 它 在 М,—}(О) 的 每 个 道路 连通 分 支 (也 是 
连通 分 支 ) 上 为 常 值 函数 . ' 

证 明 由 $1 推论 2，M: 一 (0;) 在 MM, 中 处 处 稠密 ， 易 见 正 
MA М, С, 为 M, 中 的 开 集 , 故 Cr 为 М, 中 的 闭 集 ， XN M, 
紧 致 , 所 以 О, 也 紧 致 ， 这 就 推出 了 连续 映射 了 下 的 象 即 临界 值 集 
f(O07) 为 M; 的 紧 致 子 集 , KEA M HAE, ME М»—/(С) % 
M, 中 的 开 集 . | 

为 证 明 deg( 太 力作 为 了 的 函数 (其 中 y 只 取 正 则 值 !) ERR 
常 值 的 ,只 须 构造 g 的 一 个 开 邻 域 了 C M,, 使 得 对 于 任何 YEF 有 
deg(f; y) =deg(f;y). 由 引 理 也 设 z +, 2; DTME 
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点 ， 选 取 这 些 点 的 两 两 不 相交 的 开 邻 域 Uis ``. Urs 使 ЖЄ, 
Sign fyej v, = Signf,,, B. f C! [н] ИЕ U, БЕ М, h É JF E V, 
上 ,于 是 , 令 | 

V= N V,—Jf OH — U U). 


| | 
类 似 于 了 (07) 的 证 法 可 知 f(m- U UDD M: 的 紧 致 集 和 闲 集 ， 


六 此 了 为 М. 中 的 开 集 , 显然 , yEV Н deg(f; z) |, = deg(f;z). 
设 Ж 于 ;一 了 (Cy) 的 任 一 连通 分 支 , 邻 
W,=(w'eW|deg(f;z)=deg(f;7)), 
' W= (СИ |deg(fiy')> deg(f;7)), 
由 deg(f; -) НЧЕ РЕЖ, АЕ Wi, W, 都 为 开 集 , V УС, 和 
W 连通 以 及 W=W UW, W ПИ, = 6, В „= @,W = W, 
Bldeg(f, DÆ M,—f(C:) 的 每 个 (道路 ) 连 通 分 支 上 为 常 值 函 
ж. + 
引 理 3 15 М, 为 n+1 维 с PUER ERA ЈИ. 2м, ÄM, 
的 边界 , 它 是 М, 的 2 维 C 正则 紧 致 子 流 形 ， 以 诱导 定向 为 其 定 
I], М» 为 4 维 连通 定向 流 形 ， 如 果 СВЕ Ў: ӘМ,—> M, 可 以 延 


‚ ЖАС 上 映射 下 以 一 及,， 则 对 于 了 的 每 个 正则 值 y， 必 有 


deg(f;y) =0. . 

证 明 人 先 设 y 既 是 =|,y, HENE F ЕНА. Ж 
致 的 1 СЛИ ЕС! (у) (由 § 1 定理 6) 为 六 线段 和 圆周 的 Ca 
同 厦 象 的 不 相交 的 有 限 并 .只 有 绪 ( 闵 线段 的 С! Ежа) р 
қ, HEIM, F. $A, e, AAF O) 中 的 弧 的 全 体 ， 而 
дА;= {oi 201 一 1 … ТШЕН: Sign Ў.а. +Sign f. ,=0, HI 


此 , deg(f;z)= > (Sign f,,,-+-Signf,,,) = У10=0, 


i=l йз 1 


a 216 ° 


M, 的 定向 和 收 ; 的 定向 决定 4; 的 一 个 如 下 的 定向 : 令 
(Х,, ..., Xa) A T. M Ву “ЈЕ Ж, 其 中 Xx, 与 А; ЖЮ). 
Xi RRE Т.А, ВТА E ОАЕ ТА «>Р. ЕХ, ое, X41) 变 
ATM 的 正 有 向 基 。 此 时 , AA F|. =y Ж Е„„(Х,) =0, 

令 X (a) Ж АДЕ 2 处 与 А, 相 切 的 正 向 单位 向 量 ( 作 为 线段 


HORER Mo: [0, 1]>4, ж'а, Wel (Se) 


но (2) =ди, 因而 о. ( 2) альн а, 相 切 的 单位 切 向 量 ). 
TA X, 为 01 类 的 ,并 且 瑟 (2) 在 一 个 边界 点 ( 设 为 5) 上 指向 M， 
的 外 边 ,此 时 如 果 选 (56)，…， Xas D1) A Там, 的 一 个 基 ， 则 
Г.) X, ФӘ Ж ӘМ, 的 诱导 定向 (参阅 第 三 章 83 定 
Ж 2), ШӘМ, 在 的 正 向 , 故 Sign fan = 十 占 而 在 另 一 个 边界 点 
а, 上 指向 对 ,的 内 部 , 类似 推 理 可 知 一 [Xas)，…, X, Са) AA 
MM, 的 诱导 定向 , 即 3M {к а, КЕЙ, Me Sign fa,= 一 1( 图 23). 


ôM, 


X, (a; ) 


图 23 


一 般 地 ， 设 y 为 了 的 正则 值 但 不 是 至 的 正则 值 ， 由 引 理 2, 
deg(f; z) E y 的 某 个 开 邻 域 U 中 为 常数 .因此 ,我 们 可 以 在 UV 中 
KA F 的 一 个 正则 值 zx( 由 引 理 2 正则 值 的 稠密 性 ), 从 而 

deg(f;z)= deg(f; z)=0. 
这 就 证 明了 引 理 3. +. 
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引 理 4 ik M, 为 4 维 紧 致 定向 C'! 流 形 , M, 2) п ҖЕ ОШЕН 
C' Б, F. [0, 1]x М,» М, 为 连结 О! 映射 f(x) 二 了 (0, т) 
g(z)= Р(1, т) ZAR С 同 伦 ， 对 于 f,g 的 任意 共同 的 正则 值 y, 
аеру; у) = дев (9; 39) (图 24). 


证 明 由 (0, 1] 的 通常 的 定向 和 М, 的 定向 确定 了 积 流 形 
、[{0, 巧 < 型 :的 定向 〈 如 果 二 为 [0, 1180, (o,= [X C), +, 


X, (z)J|zGM,) 393, 的 定向 ， ТР Xi (a), X, зем, 


为 [0, 11 x М, 的 定向 ), 并 且 {1} x М, 具有 由 [0，1] x М, 的 定向 
确定 的 诱导 定向 , 而 {0} x M, 具有 与 由 [0, 1] x М, 的 定向 确定 的 
诱导 定向 相反 的 定向 ， 于 是 , 由 引 理 3， 
O=deg(F|, ao axa 9) = дев (9; 9) — deg(f;y), 

则 deg(f;y)=deg(g;2). — # 

定理 1 整数 deg(f;z)AVfKRB-T F ШИА y 的 选取 . 

证 明 若 包 z 都 是 六 MI 一 有 的 正则 值 ， 由 于 M, 为 连通 的 
п 维 С! 流 形 , 故 根 据 第 二 章 S 4 定理 6 (相应 的 定理 中 将 C” 改 为 
CC， 切 向 量 改 为 坐标 观点 定义 )， 选 取 同 痕 于 Id, йу C' Ы 
h: M,— М», Ау) = 2. К, В RH М, 的 定向 , Н: 

deg(hof;h(y))= > Sign(hof) ys 


XE веја 


. 218 + 


一 >! Sign (А. зуе faz) 一 >) Sign fsz 


ze f oh“! (ВС)? rej- oy 


=deg(f;y). | | 

如 果 F; [0,1] x M,->M, 为 连结 大 和 Idu, 的 C: Bë, NIG: 
[0,1] xM, >M, б(ї,ху= Е(1, }(х)), @(0,z)=F(0,f(z)) = 
һ°}(х),@(1‚,х) = Е(1, f(z)) Idw,(f(z))=f(z)， 于 是 ,G 为 连 
һе] 和 了 的 C' 同 伦 ， 根据 引 理 4，deg(hof;z)=deg(f;2), 从 
而 deg(f;y)=deg(hof;h(y))=deg(hof;z)=deg(f;z),， + 

定义 2 称 定理 1 中 与 正则 值 y 无关 的 整数 deg(f;z)20 f 的 
度 , 记 作 degf. 

定理 2 如 同 引 理 4, 为 连结 fA g 的 O' 同 伦 , 则 

дев] = degg, 

证 明 因 meas /(С;) = 0= meas 0(0,), 故 теаз(/(С,) 
Ug(C))=0. 于 是 ,存在 иЄ М, (С) ШС) f т g 的 正 
则 值 ， 由 定理 1 和 引 理 4 有 

degf —deg(f;z) =deg(g;w)=degg. ЧЕ 

1 定义 1 中 ，(1) 常 值 映射 c: М, М, с(2) = уо, MIN 
| 0590 有 
дерс= дер(с;5) = >) Sign ckz 一 0. 


ZE c-l(g)= 4 

(2) ШЖ f: M,— M, Ж C' Б, ll 

deg(fi)= P `Signf.—Sigif,,= [TD fP EN, 
26740-02) —1, f R HEK. 

(3) 如 果 M =M: =M 为 紧 臻 连通 的 С! WE, f: М-М 为 
БЕ рН С В, WSA С! 同 伦 于 Idy. (UDRI f C: 同 
伦 于 Idy, 则 由 引 理 4, | 

—1= ер (, у) = дева; у) =1, F. 

例 2 应 用 引 理 3 ШЕ 1 887. (ж) 假设 存在 C! 映射 
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f: MoM WE fl. = d, . НО 3, 3t flou ATENE y 有 
0=4ев(/]|,м;#) = дев (Id; y; у) = Sign (1а, м) «у= 1,318. 


Bi з f: S>, e= f(e?) =e"! FED. M=, E 


ЖТ 的 定 河 , 故 


о, (0, k=0, 
degf=deg(fze = ya 
21 Signf (оре), вна 
=$” k=0 i 
rl .Signk, k50 7 


例 4 Ет: Sn— 8" E X 20 (Gl, +, "Муш (г, +++, 
一 2 500,1"), BLECER EAK C° ER. 

对 径 上 映射 r; 5°->5°,т (g) <—х=т|отао+е+от„+, (z) ВВЕ 

degr= У! Ѕівпт, „= 518", -p = (—1)"*1_ 

于 是 , 当 为 偶数 时 ,8"” НЕВЕ r 不 О! 同 伦 于 Ides, (Б) 
itro ite Tids, 则 由 定理 2， 一 1=( 一 D"!=degr 
=Чдер1Їй<»:=1, F JÄ 

例 5 58" 上 有 处 处 非 0 的 C! 切 向 量 场 拓 >2 为 奇数 . 

(<) Жай п=2т—1,Щ4 | 

X (zl, e1, 07) = (2°, —z! zt, =a, з ,‚а!",—ш°"—!у, 
0а, Ху =0, Bç X (z) 0 8" 在 z 的 切 向 量 ,显然 X 是 S" 上 的 Ce 
单位 切 向 量 场 . 

(=) 如 果 S" Н 4 RE kË dE O ñ CO! DJ PL BE X, W| F; 


п п — _ X (z) : р 
[0,1] x Sz—&*, F (0, х) =zcosz868 LIX ТӨЗЕ ШЕ О, х) 


== 1@5а(т) 5 Е(1, т) = —т=т(т) Ву С 同 伦 GEEF O, х), 
Е (0, т)) = cos?2z0 -зіпл0=1). TÆ, S" РН т С" 同 伦 
° 220 ° 
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83 “” 切 向 量 场 的 指数 和 Poincaréec- Hop: 
指数 定理 
”作为 度 的 概念 的 进一步 应 用 ， 现 在 研究 С" ЛЕ E 85 С° 9н) 
量 场 在 其 孤立 零点 处 的 指数 和 Poincaré-Hopf 定理 . 为 定义 指 - 
数 概念 , 需 先 证 几 个 引 理 . | | | 
引 理 1 JqUCR2 JEE, X: U—TU=Ux R" 为 Cag. 
ig, PEU A X WME. Er) A BR" 的 通常 的 直角 坐标 系 , 
9 ә , _ (1,i= J, 
(атат) 0 "ге, 
EO -Ee 2, Zara) Be , 
S !(r)=(z€R"||z —2|<r) CU, 则 映射 


— X (z) . Qn-l -> -1 
Хо = xG ОО?" 


的 度 degX |58"-1(у) Б БЖ r 的 选取 无 关 , 称 为 和 在 ? 的 指数 . 
证 明 O< <ra SCU, i=1, 2, &P:[0, 1]x 
SS" 81 F(t, DSE r H trg), ЕО, у) =X rg) = 
Х (х) [а= 10,0, F(1,g)= Ж(ту)= Ж(а)|вз-1›. WRS 2 定理 2, 
degX | sa-i, =degF (0, • )=degF(1, + )=degX | sr-tep. df 
引 理 2 fR R AREER Ra А, HS) = р, 
则 存在 连接 了 上 和 Ida* 的 С" Р: [0,1] х Rn В", F(t, р) = р, 
证 明 先 假定 700) 0, $ 6: [0,1]х В", 
| /Ча) оед, 
G(t,r)= 
,0, 
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- Dm f (uz) _ lim f(ux)—f(0) 
Ferh, у. u == y 0t 0 


n af 
КЕСЕ з) 
u u 


_ x ©/ 
= 2Ш5г (0)z:. 


由 第 二 章 S 3 定理 1 的 证 明 可 看 出 , f(z) Ур, (о), Ж Л, 
i=] 
**+› f, 5 С° AR, 则 对 所 有 的 tER, GCE, z)= 2,f,(tz)z*, 


900, а) = > AO 0726 Ora, a) =f). +, 707 


同 痕 于 线性 映射 
af: ...9 有 | 
.. IOO, 
Dior = .. ... ... B 
o (oao) 


,由 第 二 章 §1 可 知 ,存在 ОВАН oCo, 1]->GL (n, R)*, Ë 
о(0)= GEW), о(1) =I, 阶 单位 矩阵 )、 但 是 ,如 果 应 用 2 Ж 


平面 的 旋转 和 归纳 法 可 证 ,: 必 有 一 0" 道 路 将 O(n)* 中 任 一 点 (行列 
RA 1 的 正 交 和 矩阵) 与 了 ,相连 . -因此 , 上述 的 0 可 以 取 C0" 映射 .于 
E. H: го, 1l]x R">R", H(t, х) = 0(t)z 为 连接 H (0, т) =©(0)х 


=> r(0)z' HHA, z)= e(1)z=1,z=z=ldx"(z) f O° F 


ж. 根据 C“ 同 痕 的 传递 性 , 存在 连接 f 和 Ida* 的 C" 同 痕 书 ; ГО, 1] 
+ 222 ° 


> FR“-> R", HHA F(t,0)=0, 

对 于 一 般 保 持 定向 的 С^ ЕЕ f: R*->R", f(p) = р, E. 
面 的 证 明知 ,存在 СА K:[0,1] x R"->R", 使 £(0,y) = f(p + 
#)—](р)=}(р+9)—Р,К(1‚ у)=14к"(у), FÆ, F:l0, 1]x 
К"> К", F(t, z2)= K(t, z—p)+f(p)= K(t, x—p)+p, F(t, 
p)=p,FP(0,z) = К (0, 2—р) -р= fz), FC, z) = К(1, х—р)-+ 
2 一 Ida"(z)， 它 就 是 连接 了 上 和 dehi ERE CR. H 

推论 1 RUCR HHFH, PEU, f:U—R",f(p) = p 为 保持 
ERAI CORA, ДИЕТЕ СВЕ Р: 0,1]: 7-26", ES F(0,z) = 
fola) =} Ce), F, z)= fia) = ld. (z), F, р) = f, (р) =p, 而 
F(i, +) =}, ° ):U— R" IRER RAB. 

证 明 类 似 引 理 2 的 证 明 , 只 须 相 应 的 部 分 改 为 

а, H,F:[), 1) xU—>R", 
f:U-— R", 
К:[0,1]х (ge R'|p yEU}>R"”. + : 

引 理 3 RU, VCR ЈЕ, JUV 为 СУЫ, X ZU 
上 的 0* 切 向 量 场 , 它 在 下 对 应 于 YY 上 的 0” 切 向量 场 为 

Y=froXof.!, 
ЕХЕ ула Аі р 处 的 指数 等 于 了 在 了 (Fp) 处 的 指数 . 

证 明 由 于 C" 切 向 量 场 在 了 拆 立 零点 处 的 指数 在 平移 fa) = 
xih 下 不 变 , 故 不 妨 设 9 一 (7) 二 0. 

因为 C" 切 向 量 场 在 孤立 零点 2 处 的 指数 完全 由 该 mi 场 
在 充分 靠近 p 的 小 球面 上 的 值 决 定 , 故 不 失 一 般 性 ,Z Ул. 

当 了 保持 定向 时 , 由 推论 1, 可 构造 0* 的 单 参数 收入 族 

(Ф+)=]},(-):10->Е",{ 8 fo=f, Һ=14,, /,(00)=0. MF 
的 C0" 性 和 [0, 1 的 紧 致 性 可 知 , {ЕТЕ r>0, 使 得 
S [| А0). 


6620,11 
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-AU 上 的 0" 切 向 量 场 了 相对 应 的 f.(V) 上 的 C 切 向 量 场 为 
了 ,二 fx° 了 对 ofi!， 这 些 切 向 量 场 存 点 0 为 中 心 的 充分 小 的 球面 上 
都 是 非 零 的 , 设 此 球面 为 Sr). Ae, 


Х,(х) 


Z Ty T 


:[0, 1] x&"-l1(m)—> &n"1 


y; ‚Мех? A “уу aa XO С 
为 连接 KO GREETE O MAO ресу 


X (2) ЮС" 同 伦 . 根据 $2 定理 2，degY (z) | ie = 
degX (2) | яле, ЖЕНЯ Т X EMALEA E Ж 等 于 了 在 
0 的 指数 . 
当 了 = р, plet, a") = (a, a, а") ЈН, ЙЖ 
т 
Y] 


pe Хор-! 


| Ж Х 
Ү= Хорт! —– оо Хор! Y= = yo 
Peo сб°л°р » [peXop 2° FX] 


o !=peXcp 1. 由 此 可 从 切 向 量 与 积分 曲线 在 СУА F 0 
R AE i degY | sne = degX | snio) 

当 上 为 任何 反 转 定向 的 0* 微 分 同 胚 时 , feo 为 保定 向 的 C" 
微分 同 胚 且 

Ү=}„өХо] 1=(}орор)„оХо(}о ро ру! 
= (ўе) ко (ожо X° р”!)о(}о р). 

”由 上 面 已 证 的 结果 立即 看 出 了 与 о.о X° p” фе 0 点 处 的 指数 
相等 , о„° Хры X # 0 点 处 的 指数 相等 , ñk Y 5 ХОШ 
的 指数 也 相等 。 埋 | 

定义 1 ИХ 2n Се СМ, D) LA 0" 切 向 量 场 ，?E 
为 于 的 孤立 零点 ( 即 和 在 了 的 某 开 邻 域 中 只 有 一 个 零点 )， 任 选 
7 了 ЮЙЛЕ (U, PED, ЗЕ И ХЕР 点 的 指数 为 pse 开 op-! 
在 2(2) 点 的 指数 ， 由 引 理 3 它 与 ?的 局 部 坐标 系 U, pE iE 


PEK, 因此 上 述 指数 的 定义 是 确切 的 ,并 记 为 Ind; 工 , 
2234 • 


例 1 i M—CG= R: AS EH, X(z)=zF EN) fe TM 
上 的 一 个 0” 切 向 量 场 ,0 На. H $21Я]3, 
IndoX = аер Х (2) [;! = Е. 
类 似 地 ,和 (z) = 2+ (ЄМ) 8 (121°, 0) = (а + g, оёти 
上 的 一 个 0" 切 向 量 场 , 0 A Н MaE yx. Hi 820013, Ind,X = 
degX(z)|#g|!= — Е sk 0. 

#J2 ik SC R 为 通常 的 О” 微分 流 形 ， X (2) = p— <,. 
zit, IES”, p= (0, +, 0, DIAE. Ё) CX (z), х) = Q, z) — <P, 
x): <жт,х›=0, k X 2 S" EB) 0" 切 向 量 场 ， 它 恰 有 两 个 MEE 
点 了 和 一 2. ` | | 

先 考虑 孤立 零点 р, ЗИ, =8"— C0, 0, —1), pUl, 
=n 2” DIFER, i=1, =, n= (UDARA p= (0, e 0, 
—1)) 82, Ш pis Хоф ф.(0,) Бї 0* 团 向 量 场 ， 它 在 每 一 
点 的 切 向 量 都 指向 中 心 (0,…,0,1)， 因 此 ,由 $2 例 4， 


Ind X =Ind, .pope Хоф! =deg ГИР gs- 
* r- 


=deg(—z) |5" (—1)". 
类 似 地 , Ind „Хх = Ind, -ьфэж° oP! 


| 一 degz|s"! 二 1， 其 中 gs 为 北极 - 
A 
定理 l(Poincaré-Hopí 指数 定理 ) Мп О" Е 
WE, ХЭМ LH RA Ore H 03 СЫЛ Ж (Mi Н. 
有 有 限 个 ), 则 
У! Ind,Xx= 3 1)'b (M), 


Х‹гу=® =0 
Жү ХОМ) МВ) Euler КРЕ, b(M) ж) Мау i 个 Betti $,- 
BRISA H: (M; 有 RR) 的 秩 . | | 
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注 1 Poincaré-Hopf 定理 指出 ,C” 切 向 量 场 的 指数 ШЕ 
药 一 个 拓扑 不 变量 ， 它 不 依赖 于 C”" 切 向 量 场 的 特殊 选取 ， 必 外 ， 


信 切 向 量 场 在 扳 立 零点 处 的 指数 是 其 局 部 性 质 ,而 本 定理 得 到 的 . 


结果 却 是 整体 性 质 ， 因 此 , 这 是 反映 局 部 和 整体 , 微分 拓扑 和 代数 
拓扑 之 间 相 联系 的 极其 深刻 的 定理 ， 这 一 定理 的 2 维 情形 是 由 
Poincaré 在 1885 年 证 明 的 ， 全 部 定理 证 明 是 由 Hopf 在 1926 年 
完成 的 ， 另 一 证 明 参 阅 [Bott, R. and Tu, L.W.J. 下面 先 证 明 
一 系列 的 引 理 . 

引 理 4(Hopf) 设 UCR" 为 n 维 0" 紧 致 带 边 流 形 ，XX: 
D>TU 为 只 具有 狐 立 零点 的 0" 团 邮 量 场 ， 并 且 在 边界 0 LX 
指向 口 的 外 面 , 则 | 

5 Ind, Х =degN, 


Хек) - @ 


I NU-S, а N (z) (z 处 的 向 外 的 单位 法 向 量 , 然后 移 
Яр ЕВО, В 25) 为 % 一 1 维 超 曲面 97 的 Gauss 映射 ， 特别 
地 , 这 指数 和 不 依赖 于 X 的 选取 . 

证 明 设 和 ，…，zEU 一 20 一 1 为 了 中 马 的 全 部 孤立 零点 


Æ 25 


(因为 在 327 k X { U bh, ie X (z)°<0,z€ƏU), W >> 0, 使 
得 є- Ох, e) СО, i= 1, ---, 且 披 此 不 相交 , 于 是 得 到 一 个 


| | 
新 的 带 边 流 形 U— U ОС, г). 显然 ， 
i=l 
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zen XW р роб уут 
Ха) = eT U Џос, e) >8 


为 СВ СХ Со) в R"A). AA X|, CR TN O 用 
平面 旋转 ), 上 且 每 个 小 球面 2O(z;,, е) еа 它 通 常 的 : 
定向 相反 ,再 由 $23 引 | 理 3 得 到 


k 
0=degX| + y Х [ао + > degX | осе» 
#1 


avy{ U 20a 
р 


k 
=degN— > Ind, X, 


即 之，  md.X=degN. 4 

EN lk X A n tE OREM ЕЙ C" 切 向 量 场 , р 0 X r 
孤立 零点 ， 在 2 ООА, p), {ш}, X= Do э 
(a, +a") |p= (0, …,0)， 如 果 (29 зуна, 则 称 р 为 


X 的 非 退 化 零点 ， 否 则 称 为 退化 零点 。 容 易 验证 上 述 定义 与 局 部 
坐标 系 的 选 取 无 关 ， 设 (0, ро), {10A p 的 男 一 局 部 坐标 系 ， 


х = Da 则 = 59и, 
= Fot 3u a: Ti Ov Dat Jw 
S 0) )= k Dur DoT рет! 


заа 5и) : 


йй, (25 уве ; Р) JES, 
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Sign( Dr е Sign( ZE (p) ). 
SY = фо Хәр 5 EH p (U) Ый С" B: Z, У 视 作 
p: (U) >R", u> (а! (u), а 2 的 映射 ， Hi] p 为 X 的 非 退化 
Жш, <=>, (р К" R" EJERE. 
5 5 ЧЕЙ лк p 3X EME, H. 


í 
+1, detJ rere = (9270) )>0, 


‘Ind, X = 
"да 


—1, detJ adet тшт )<0, 


Yep) 


Җа Jy... oy У. ой Jacobi Е, 
证 明 [N20 p A X БЕТА, ik 
ае, = det( 3 O) о, 


HAREM, 了 可 看 成 从 pE BR UVE R°rh3 Ж 
的 C“ 微 分 同 胚 , R. PAYN 立 零 点 ， 从 而 7 2 X з Ж 
点 ， 不 失 一 般 性 , Ф фр) = 

如 果 detJ yap > 0, ВП 保持 定向 由 推论 1，Yjo, 能 C" 形 
变 为 Idw, 而 不 引信 任何 新 的 零点 ， 因 此 ，Inde 和 一 Induo 了 一 
IndoF = паа, ,= 十. 

如 果 detJ respo <0, ВРУ Ун], ШУ | „ЖЕ 似 地 能 С° 
变 为 反射 , 故 Ind 和 = 一 1 Ф 

引 理 6 itp% n CENTRE MC R* 上 的 Cr 向 量 场 
X 的 孤立 零点 ,将 各 看 作 М Ве 的 映射 (X(z) 移 到 原点 ), 则 7 
点 的 Jacobi kit Х„„: T, M—T R: = R* Y4 T, Mh | T MCR 
( 移 到 原点 )， 如 果 这 个 线性 映射 的 行列 式 DS0， 则 7 为 的 孤 

+1, D>0, 

LER, нах} po 
> 228 < 


证 明 U, p), {vw} 为 了 的 局 部 坐标 系 ,h=p !:ф()-> М, 


и Staa) элле тм зв. + 21 5 


Sui 
了 一 си 


У=ф,.(Х) = (h. e Хи), == (ш) = (4). F 是 , Xhu) 


n | ъ а 
=h (Y) = Slath,, (5) Уа, #1 X.,G(t,) = X... з) 
f=1 о 了 = 1 


2 \_ әсх-һ AZn) ; 
= ое, (5 )=° == = = > 


Ju’ Su 119“ t + 


Eogh, 再 根据 aCA CP)) =а?(р(р)) =0 得 到 


X,s(t,) = > Т (&-1(р)) CT 


ЖЁН T X. Т,м->т„м б Ë Yt B И B ft P| р-а 
(боа). 对 向 量 场 了 应 用 引 理 5 并 结 合 定 义 2 得 到 ， 当 


D=det 2а (8-1 (9)) ухо BF, В (p) = p(p) ЖҮ йз з), ЛА 
Tü p 3 X У, Н 


+1,дец(Э= (аг (р)) )=D>0, 


Ind,X = Ind ep Y = + 


1, бе (92 (h '()) )= =D<0. 
引 理 7 ixMCR:EZ n 3k E 0" 流 形 ， 则 存在 e 汪 0， 使 得 
U, = {268° FE ЄМ 使 iz 一 加 二 2} 为 上 维 0" 带 边 流 形 . 
如 果 X 为 天 上 的 只 具有 非 退 化 零点 的 任意 0” 切 向 量 场 , 则 


> Ind,X= degN, 


х‹г›=ў 
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其 中 ;37 一- 为 30, 的 Gauss 
映射 。 特 别 地 ， 这 指数 和 不 依赖 于 
С” 向 量 场 工 的 选取 (图 26). 

证 明 ”参阅 [J. W. 米 尔 诺 ， 能 
金城 译 ,59 页 问题 11，12，110 页 ] 
和 [Munkres, J.R., р. 511.94, 
存在 2220,0, 为 上 维 0" 带 边 流 形 . 图 26 
对 于 z€U,,r(z)€ ММ z 最 近 的 点 ,此 时 arla) | ТМ 
(| 表示 正 交 或 重 直 ， 即 对 任何 vET,cwyM, (к(а), 一 0), 且 
当 :充分 小 时 ,7(z) 为 0" 映射 . 

考虑 距离 平方 函数 f (z) = [#= (а—т(а),х-—-т(ж®)у. 


因为 4 一 r(z) 为 >(z) 处 的 法 向 最 ,过 7 为 "(*) 处 的 切 向 量 , Ж 


д} (Dy ) t 


ию = 22: (zi—m,(z)) (ë! — St) 


= 2(а#—т,(х))—(х—т(4), S у=2(а!—ту(а)), 
于 是 , f tE RPDE, AF rge 0158855 Ж 


gradf = 3 2 = 2G— 一 r(z)). 


因此 , 等 高 超 曲面 35.= 广 !(e2) 上 每 一 点 2 的 问 外 的 单位 法 问 量 为 
(ж) = gradf _a— rle) 
|gradf| e 
Ji X 延 拓 为 .上 的 CO” 向 量 场 了 , 使 得 
Y(z)= (z —m(z))-- X (m (z)). 
AA X (r (z))#l z—r(z) 分 别 为 >(z) 处 关于 形 的 切 向 量 和 法 向 
230 。 


量 ,所 以 当 zxE27. 时 有 
<Ү(а), М(«)у= <a—rla);æ— r(x) +(Х(т(а)), =н 
€ ё 


= e> 0, 
Y ELA 9U. 上 指向 外 (法 向 量 和 (x) 的 一 边 )， 此 外， 显然 有 
Y=0&0= (V,Y>=<(z—r(z),z—Tr(z)>5 + <X(r(z)), XƏ(r(z2))>@ 
ж=т(х)йп X(r(z))=0, ZE FAT YURAM ХВФ ARA 
相同 . | 
在 零点 PE 并 处 ， 对 二 任何 oT, MM, 取 C” 曲 线 z (8)EM,x'(0) 
=v, 则 YC(zC2)) = a(t) —т(х(Ф)) Xat) = X(z(t)), 


SX d әх d 
5797,4. >x Тл! Фе, Y. (0) = X spv); 而 对 于 任何 Єт, M 


= {uET,R* u LTM} (p 点 处 关于 媒 的 法 空间 )， 有 了 (2? 二 to) = 
(p+tv)— n (p+tio6) + X(m(p+to) = tv + Х(д), Ysp) = 


Dz (р)о' =v. FÈ, detJy,, = detyJx 再 由 引 理 5 和 6, IndY, 


=Ind,X. 最 后 , 根据 引 理 4 得 到 
| У) Ind X= S1 Ind,Y=degN. + 


X z)=0 Y<z)=0 
既然 引 理 7 КЖ ГЕ ККА ЕМ ЕВА B.S EB fr З 
点 的 0C" 向 量 场 的 选取 , 而 定理 1(Poincaré-Hopf 281) X Ж 求 这 
指数 和 为 XX(M)， 为 此 ,我 们 寻找 一 个 特殊 的 0" 函数 
f=L,: M—R, f(z) = L,(z) = |х—2]*%, 7ER"* 为 固定 点 , E S A 
梯度 场 X= gradf 具有 上 述 性 质 ， 
定义 3 设 及 CR* 为 维 0" 正 划 子 流 形 ， 
ТМ { (2,0) ЄМх В| о | TM}CR:x В R°, 
从 下 面 应 用 局 部 坐标 系 的 表示 可 看 出 ，22+ 为 于 上 的 秩 为 4 一 ?2 
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的 C“ 向 最 从 的 从 空间 , MARZA, R AARRE, wTM 
М, л(х,0) =x ДЬЕ й#‚,л^!(ах)=Т„М+={(х, Eir} xR jv | 
Т.М} В") z 处 的 纤维 (z АКРА B], CE TMERR, 
КЕТА ЈА МАО Ж (ТЖ) АА. EE п (2-а) =k СК. 
(О, p), (ut, +, YA М f — ЭА, т(и) = 
эг | 
дн! 
р7'(и)®=М, (Р,0)=(Р(ш),0(шщ)=| + |а 2, e 


PE | 形成 TsowM 的 基 , ПС (PQ), Ten) 的 行 向 量 恰 为 


T. a M+ 的 基 , 为 方便 不 妨 设 矩阵 P() 非 异 .定义 :UXx ВК" х 
В", yw (z, (о, маню) (абд, о, H Q) 全 ) )- 
(и, (y, 0%)), Ж, (U x В", р) M x R* 的 局 部 坐标 系 ， 且 
а(н, 0) То МЗ 0 为 (一 (P-19) 大 -由 的 行 向 最 的 线性 组 合 
—(P-1Q)' в) 

Р Q 


<— >= (#', 9,0%", 0, ..., v( 


<> (z, v) 对 应 的 局 部 坐标 (w， 
(0',:--,0%)) 9, 9" у 
0. ВЖ, ТМ M x R* CF 
向 量 从 . 

定义 4 E: TMI—R:, 
E(x, v) =ru W PR, “W Pa. Bit +j 


ERT z, v AE C” 28 89) ( 27). 
ЛЖ (9, 0) ЄТ M, y=q +v, 
Н.Е {Е (9, 0) Айу Jacobi 矩阵 的 | 27 
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ЯК) r<k, WER y= g HER AM, OHERA u= k— T> 0 的 焦 
A. ШТЕТЕ gE 及 使 y 二 9 十 ? IM, дЕн, ШУУМ 
焦点 . | 

引 理 8 n EC EBE МС RB) B: ОЖ & FP 2 Rp 
的 零 测 集 , 即 measF—0. 换 句 话说 , 对 几乎 所 有 的 qe Rz, x q + 
EMEA. | 

证 明 因为 4 AMARAS q AE, ТМ КН. 
根据 $1 Sard 定理 ， 

теаз”=ттеа$Ё(СО„)=0. + 


为 了 更 好 地 理解 焦点 的 概念 , ОПЕ п 维 0" 正 则 子 流 形 MCR* 
关于 局 部 坐标 系 {t, … 2 的 第 工 .第 TI 基本 形式 是 方便 的 . 
їй r=g (u, -e u") = (= (и), e, х*(и))ЄМ, $ 1 KE Ç: 


(лә) = (A Эу] axa MERKEM, ЖШС 


为 "хп 对 称 向 量 值 矩 阵 ， 其 中 ий. 2", 关于 Т. МФ 


Эа, 


Т.М Точ 33k, Г, (22) Ë ETa M, 则 


(о, aer) = Ce, LAMER аи) RRD R о 的 第 II 基 
本 形式 . 

关于 4 的 noh ае (АГ (gy) "С, 15)) =0 或 det (Аў, 
一 <9, Lid) =0BJR K, ets K (BH 3BBE (ды) Ko, Lia) ARRETE) 
称 为 M fE paz (u) ЭУ ө ОЖ, Я Сы) (Co, Lo) de 
异 , 从 而 (Co 457) 也 非 异 ， 则 Se0, i =1,… n, ЗЕК K, +, 
к 为 主 曲 率 半径 . 

引 理 9 设 (9,)ETM!， 则 g+tv 为 (M,g) 的 重 数 4>0 的 
RR SERE (gto, 44)) 奇 异 且 其 秩 为 4 一 
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证 明 Шу 3 和 Schmidt 正 交 化 过 程 可 选取 上 4 一 4 个 关于 
u 的 С" 向量 场 Walut, e, ш") = W.G),a=1,-., в, {БЇ W, 
e ьа Җ T. МУ 中 的 规范 正 交 基 (彼此 正 交 的 单位 向量 ). 在 
法 从 TM+ 上 引进 局 部 坐标 系 {u,e н”, t, ee t) 如 下 : Gu, 


k-n 
对 应 于 点 (DW u") E 
“=1 


T M+. 则 映射 B: ТМ-—> К" Hu, e, и", і, trey = 


e=" 


(ш, н") ЕУ (шт, 5 ат) ЩЩ. ЖИ Jacobi ҖЕ 


k-n 

95 or «ӘЖ. 
ат дш 22 дл 
ЕЛ 2 чч 。 
Zu” _. 

2 

эт | W. 
ЭЕ КЕ 


ЗСА ВЕНЕ ЗЕ AEZ ---, ‚=, Wio оо, Waza 作 
ABURA Ех РШЕ s | 


= S (espa, 25) (Ут, w ) 
0 


Te-n 


显然 , CHIS Е Ву Jacobi ERER IREA Cu) 处 是 相同 的 ， 也 就 
E n <n ВЕ 
‚234. 


ЗЕЯ) 
“(ба 器 )- (5r ey 


Jt а 
-((22, г )- (јет. lij ) 


= (gis — tlv, Lis)) 


的 秩 加 上 % 一 x, 其 中 如一 可 eww 并 应 用 了 恒等式 


_9 дагу. 2. дау ( 2 у. 
9 Ju’ Was Ju’ ЕЛШЕ Was ел 


由 此 可 知 ,4 十 tp AM, O 的 重 数 > 的 焦点 所 > 和 矩阵 《gsj 一 
tOo, Туу) НОЮ ви. *+ | | 
引 理 10 设 v 为 g 处 的 单位 法 向 量 ， 则 СМ, 9) 沿 点 4 处 的 
tR = {g + tol t ER) H RAA tK w, К,°е0,1<<1<п. 

因此 , H ЕНЕСИ, д) олан ОН). 
证 明 ”因为 (gj 正定 ， 故 当 (9 一 区 aR, 230 HB. 


地 为 det (gp 一 人， 1,9) =0 的 根 MEK, =K 为 矩阵 


(ga) 0212) 的 特征 值 ， 更 进一步 ,焦点 q F Ki'o 的 重 数 u WW 
为 Ki 作为 特征 值 的 重 数 。 H 

定义 3 lt MAn ORE, f: M——R Э) С" В, РЄ M 
为 УНО ЯА, 1 Сгапкј)ь< діт =1. В, (rankf)。=0, НЕ 
рН АЕ А (z ) th, 


(27-0), ~, 25. 0) )= G, 9 


在 了 的 临界 点 PEM АЕ, жаа (270) ) 是 帮 异 的 ， 则 


iggi 
. 235 • 


称 p 为 了 的 非 退 化 的 临界 点 BU) 为 了 的 另 一 局 部 华 标 系 ， 则 
hf (р) =0 得 到 


2:* Әх! 
з эе) = (2:22 223, (m) 22+ 22 SL (РУз) 


уда IF 

u 9) (azam (Р) 2); 
зн), B p 25 іе 
临界 点 的 定义 与 局 部 坐标 系 的 选取 无 关 ， 

ENG ШМ уп O" ЖИ, pA O 函数 J M>R у 
界 点 ， 我 们 定义 了 在 2 点 的 Hessian YTM 上 的 对 称 N RHE rK 
数 fer: ToM xT, M-—— R ГЕ: ЖЖ woEZoat, 则 将 它们 延 拓 为 
м 上 的 O” DARDO D. 45 Јоу) =f), E вро. 
因为 

0,007) —®,(®/) = [8, tlf = Уе |, f= Уа 2 2f (ру = 


0, #0 faalo, w) =P (Éf) =b lof) =}, (0,0), HI fys д 称 的 . 
XAH Dwf) =e(@f) 5 о ХЕ 5 ЭСЕ, twp Of) =ш(®]) 5 w 
的 延 拓 @ 无 关 , 故 f. < 是 定义 懈 切 的 . 


设 {z 为 了 的 局 部 坐标 系 , "一 Yo ет 


а= 95 ір’ 


© = унон, 应 用 第 一 章 $ 3 的 引 理 ， рэр 
FM L). Wi 


Sexo, w) =v (0f) -0 六 ә] = > афі 5251; (2), 


t j=1 
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因此 . E Er O уунна /., ТЕЗЕ] Эс | | 下 的 表示 . 


我 们 称 Indf, = 114,7 =max(dimV]VCT,M 为 线性 子 空 
Чар, „+ 在 了 上 负 定 ) 为 J + (K. f EDP) 的 指数 . SE fx 的 零 空 间 
{VET pM | IHEM WET pM, fas (0, ш) 二 0} 的 维 数 

Миу, діт {vETpM (XHEMI Єт, M, faa (v, w) =0} 
为 f. + 的 零 性 数 . 

引 理 11 了 的 临界 点 2 是非 退 化 的 全 Nulj = 0. 


证 明 (=) b ЭЕ Эл г, | ,如 果 对 任何 由 = w aa f 25 


ж бо=}„„(®, ш) = X) аъ SF (р) 


š,j=1 Irr 


= 09,09 (Fa 2 ) н(-22.0р)) 


TEB, BPI b, 111,8") = Cat, а) 53 0р) ), 则 必须 (oo 


«(52 _/ os 于 是 ， ба! а") = (0,5, 0), 0=0, 8 


Әз*да? 
Nulf.. =0. 


Се) (DRR AO jä MEE (а, an) 


0,…, 0)， 使 得 (ab =, а) (87-0) (0,…*0)， 于 是 对 任何 


{b's b") 有 frst, w) = (a), ++, an). Gii Әх? o); Je " 


Миу, 250, 这 与 已 知 Nulf.,=0 ЖТ Л. + 
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Morse 指出 , 了 在 了 点 的 性 质 完全 由 了 在 2 点 的 指数 所 描述 ,… 
引 理 12 (Morse) iZ M дп ЕС” ЈИ, РЕ М JC” А f: 
74 ->R 的 非 退 化 临界 点 ， 则 存在 7 的 局 部 坐标 系 (U,p), {#' } 使 
0) 一 0,1 一 1,…,n 和 | 
= Рр) – (05)°— +6. (02) (02512 L Су"), 
Hh 4=1п4,7. НАХВИ IH р) f АОК УА Я А. 
证 明 首先 证 明 , 如 果 了 存在 这 样 的 表示 , 则 4=Ind;f， 因 为 


FD = Ср) — ('(4))#—-+—(у°(4))?°-Е(0°°1(4))#+ + 
+ (g"(q))2, 
故 fer XCF] Z ,| 的 矩阵 表示 为 | 
АЛ 


п—5 М 

因此 ,存在 TpM 的 一 个 4 维 线性 子 空间 , fx* 在 共 上 是 负 定 的 , ГЕ} 
时 也 存在 一 个 Tp M 的 пл ERETZA Vo fe 在 其 上 是 正定 
的 ， 如 果 存 在 T.M 的 线性 子 空间 Vo dimV:>4, B. f. . 在 其 上 是 
负 定 的 , 则 fx 在 VNVs {0} 上 既是 正定 又 是 负 定 , 巴 盾 .这 就 
证 明了 4=Indf,* =Indpf. . 

现在 证 明 引 理 中 的 局 部 坐标 系 {y 二 是 存在 的 . 显然， 可 以 假 
定 7 二 0, (2) 二 (0) 一 0。 由 第 二 侍 $3 定理 1 的 证 明 可 知 ， 在 产 


的 某 个 局 部 坐标 系 (zY rh, ба, т")= >а], (20,666, e”), 
: 4=1 
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fi, = | SL Gaz, =, tade, 有 0) 25 0), ЖОР 
(a, e, aE O 的 某 个 凸 开 邻 域 里 变动 ， 因 为 0 是 了 的 临界 点 ， 
f(0)=;3 (0) 二 0， 所 以 再 一 次 应 用 第 二 章 §3 定理 1 的 证 明 中 的 
公式 到 万 得 到 


Ја, +, z") =D rihl, ШӘР 
: i=l 


1 
其 中 hi; 为 O° в, hila, **, 2") = | 2 (їхт'!, "ys tz")dt 
М ， 


=| (| | = (их!, suz" )du ) 


K (ur. 9 


ижа) 50200 f (sau 2.27.00). 


dt 


t= 


| 


dt, 


іх 


Ж, Рб" e) 二 ру, аа? (27,66, а"), 这 式 子 提示 我 们 应 用 


i j=1 
:线性 代数 中 二 次 形式 化 为 对 角形 的 归纳 法 得 到 本 引 理 的 结果 . 
假设 存在 0 的 开 邻 域 0 中 的 坐标 {u9} ,使 得 
р + (Л): 0) 十 У fB G, +, и”), 


¿j> r 
其 中 Н.;=Н.. Ж, т=1 时 就 是 上 述 已 证 的 结论 ， 由 定义 5， 
Н.,00),4, )2т 不 全 为 0， 故 可 作 一 个 后 % 一 + 十 1 坐标 的 线性 变 
换 ,不 妨 设 五,(0) 志 0. Ед, Н, (и) | 在 0 的 更 小 的 开 邻 域 
UCU, ДЕЗ) С" 函数 ,现在 ,引进 新 的 坐标 {2 站 ， 
人 一 和 | 
1и, ә ш") =, (ит, Tun) [ 


e 239 + 


人 


Т>Тт+ 1 г. 


БСА, {vE O hj 3 9 ЛЕВА UCU: 中 为 坐 
к, Н. 


f= >) + (wi)? + >, ъъ” Н, (o, ...,0"), 


这 就 完成 了 归纳 证 明 . ++ 

定义 7 MA nC 0,9 0) М EB 2 ТИЛЕНЕ ДЕЕ, 
НЕЙ PEM, go=< ‚ >=: TpM xT, M —>R 2382 (a) ЕВ 
数 , 日 满足 : 

(1) g(X,Y)2:0;gÚ (X, X) =0@ X =0 (正定 性 ); 

(2) gp(X,Y)=gr(Y, X) (对 称 性 ); 

G) g 为 0” 张 量 场 (С° FE), 
其 中 X, ҮЄТ„М 为 任意 切 向 量 ， 则 称 9 二 《< ，》 为 M 上 的 一 个 
Riemann EE LAR, RM, 7) 20 п ЯЕ C Riemann ЖЖ 


BUs Pa), 290 PEM ЮН, I= oaar) 为 
RTIA. BEL BADUR CHRE g 00у 
ERIE. ШЖ x= > s Y= лб” ar, Wi 


i j=1 


(х,у) = 79 Zex) 21а. 
WR (Uns фә), {#'} A p€ M 的 另 一 局 部 坐标 系 ， 


f = (55, 27) 则 


э а \ 
10052: ғ327)= 2197 эре Олор Эш 
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Әх! Әх" Әх! Әх! 

ду! Əy’ Ji» (27 24" 

=|... 2... |. ...... ass sss ss 

А _ ðr! Әз" Ja” Jr” 

Ie “teinn ay” Эу" Ini Onn (z Эз" 

PL нЕ 

Sll ugin 2 Әй! 11... ən ау! ау" 

9 9 д! Әл" 9 9 да! Әт! 
== „ aaa Ц тез nog тооз H вер ъъ» ... А 

971... ўпа ду" Әй" пі..." әу! ..ә9" 

9 I g ga] \Ў 9 да" Əz” 


Олус OY 3y a eair ， . . 
$ = D fr ag kap ul A IH O"(r2>21) Riemann 流 形 不 变 
k.i= 1 


和 坐标 观点 的 定义 

例 3 V М, n ЖС", (Ma д) п, H CeRiemann 
WÉ, fi М.М, HORA. ШЖ 3891 EBE, f*g 为 М, 上 
的 2 阶 С° 协 变 张 景 场 ， 又 因为 

РХ, х) = 90. X, f, X)20; 

F*9(X, X) =g(f.X,f.X)=0@f,X=0=@X=0(f XBA); 

f*@(X,Y)=g(fsX,f.Y)=g(f.Y, J.X)=f*g(Y, X), 
фк f*g 为 M, Ей C°Riemann 度量 . 

特别 当 л, СМ, f ЭШИ НАКА, Ж Р(Х, У) 一 
ЧОХ, fY Ма gX, Y). 实际 上 ， 前 面 对 于 Euclid 空间 
中 的 正则 子 流 形 的 内 积 《, > 就 是 这 样 处 理 的 . 

定义 8 设 (M,《,)) 为 n 维 0"Riemann ўй, RIELO K 
数 f 了 在 用 上 的 梯度 场 gradf :对 任何 M 上 的 С° 切 向 量 场 X, 
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<X,gradfxy=Xf 《ff 沿革 方向 的 方向 导数 ). 
显然 ， 这 定义 不 涉及 局 部 坐标 系 ， 是 完全 确定 的 .在 局 部 坐标 系 


(z: Dh, 设 gradf = De = ээ, g; = =(227, ) 5; 2 =f 


=, u ё = У) 792. НАЕ а A a, a" 的 0” 函数 , 改 
j=1 


gradj 为 M Eø С” 切 向 量 场 . 
H 也 可 采用 古典 的 坐标 观点 ， 通过 直接 验证 
22 g" Elya st 9f Әх! 2z' 3 


и 
з Əx! дх? Jy" Эу! өт! 


Tks t i 1=1 


isj If а i 
> 88; д? реу» oai ser 


Stsl j=l 


给 出 了 的 梯度 场 gradf 的 定义 ， | 

设 0: МВ С" В, o (a) = 5 为 沿 о 的 切 向 量 场 , 则 

(а',втаа/у= оту 0290. 

51 13 10И, <, >) в С°Кіетапп Ж, f: M—R 为 
С° 函数 ， 则 

(1) ?为 了 的 临界 点 全 ?为 gradf 的 零点 ; 

(2) 2 为 了 的 非 退 化 临界 点 会 ? 为 gradf 的 非 退 化 零点 ， 

证 明 在 ?的 局 部 坐标 系 (20) 中 ， 


Й T | ә 
grady = at= {> 9 s) 
> ат! > 21 Эг 


(1) p% f Wk ШӘ (р) =0, 1, е, эу g 
32-1 
。242 。 


27 (р) = =0,1=1, <n, р р 为 grad f 的 零点 . 
(2) 由 (1) 和 


а (тю )=(32 (боо 2 ор 0в)))= (>° 


| +e) 52 эзер (0) )= (gu) (s >) 


2f 
)sz; (P) 


我 们 看 到 ,2 为 grady 的 韭 退 化 零点 ， M(E) 为 非 异 矩阵 


(эги 0 ) 为 非 异 短 阵 , 即 p 为 了 的 非 退 化 临界 点 + 


引 理 14 设 M 为 n 维 0" 流 形 ,PEM 为 Cr 函数 f: M— R 的 
非 退 化 临界 点 。 则 
Ind,(gradf)—(—1)!nës, 


证 明 因为 2 为 CO 国 数 f: M— R 的 非 退 化 临界 点 ,由 引 理 
> TEHE p 的 局 部 坐标 系 (F,op)，{g 们 ， 使 得 tO) =0, 1, 
ай 


f=fG)— D (р реу t у, 
= 日 Ы i of 
其 中 4=Indsf， 于 是 ，gradf 一 (230 E 其 坐标 形 


iz о:[0, 11 СЕ (а, R)2J С° ВЕ, о (0) = (9), c (1) =T,, 
则 由 C” 同 伦 
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OB LY [ee (27...21 [жене 


(Ә-ә си, =, — ею", 910 C 同 伦 ， 而 后 
者 由 32 例 4 可 知 
Indy(gradf)=(—1)*=(—1)™iti. 站 
引 理 15 Мп С" ERRE, МОЕ 为 只 含 非 退 化 
临界 点 的 C> Ag GRA C° Morse 国 数 ), 则 
ХМ) = >= )#О,(М; = © 1а, (вгайу), 


(gradfily=0 
其 中 Ci(M; 用 为 f 的 指数 为 i 的 临界 点 的 数目 . 

证 明 j; ZCYCX， 我 们 有 同调 群 和 同 态 的 正 合 序列 ( 参 际 
[Munkres, J}. R. , p141, p148, p224]°): 


2..1 


H, (X,Y; R) >H, 7; R) H,(X, Z; R) 


HX,Y; В). 

由 抽象 代数 知识 得 到 
b,(X,Z)=dimRH,(X,Z;R)—dimlm(;,)+dimIm(jg,), 
b,(X,Y)=dimHE,(X,Y; R) =dimlm(j,) + dimlm(Ə,), 
b,(Y, Z) =dimH,(Y, Z; R) =dimim (is) +dimIlm(Ə,; )' 

于 是 ， ` | 
ba(X, й) —b, (X,Y) —Ь„(Ү, Z) =dimIm (i+) +dimlm(j,> 

—dimIm(j,) —dimIm(2,) —dimIm (i+) —dimIm(2x+1ı) 
= —dimIm(Ə,) —dimIm (3k +1), 

和 关于 Euler 示 性 数 x 有 _ 


X(X,Z)—X(X,Y)—Z(Y, 2) Уле), (X, 2) 一 
k=0 


ba (X, Y)—b(¥, Z)] = —dimIm (д) + (—1)"*tdimlm(2,.,) =0, 
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ХОХ, 2) = Х(Х, Y)+X(Y,Z). ШЖ X CX CCX, ШЕ 
让 纳 法 得 到 


ХСХ, X.) => (X,, X, -:). 


k=1 
Ж p, <b,—--.-—b,, 为 了 的 全 部 临界 什 ( 因 用 紧 致 , 故 f 的 临界 
点 和 有 临界 值 是 有 限 的 )，、 根 据 [Kahn, D.W., Lemma 8.2]， 有 
С,0м; f) — SidimH, (М, Му; В), Ж M,= (z€ M |f (a) < 
Е=1 


b) 和 М».= {=ЄМ |} (х) <). Ж а, (E a, <b аз <a, 
<bm -üm 再 根据 LKahn,D. W., Lemma 8. 41% 


` 


DODOM; AH =D) 21dimH,(M,,, М; R) 
i=0 i=0 k=1 


= 11(—1)* ŽI dimH; (М... Mas R}= У) УС 10) н, 
і=0 K=1 


E=1 {е1 
(Mans Ma,’ В) = > xX(M,,..,, M,,; R) =X (Maps Ma3 R) 
=x(M, Ø; R)=X(M). 
再 由 引 悍 14， У)  Ind,(gradf)= > (—1)'C (M; f) = 
(gr.df)lr=0 1=0 
X(M). 此 引 理 也 可 参阅 [Milnon J. W. ,p29, Theorem 5. 21. 
ИШЕ: 
引 理 16 ik МСК п C ENTRE, p€ Rr, f- L,: M 
>R, Убх) = Ly (z) = |z -- p|, pj 
(1) 了 有 临界 点 9 后 9 一? TM; 
(2) 4EM A f=L, 的 人 退化 临界 қр 0 (М, q) 的 焦点 . 
此 外 ，& 作为 了 = L, 的 退化 临界 点 的 零 性 数 等 于 p ТЕ (М, q) É 
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证 明 (了 DD) 设 fw]i 二 1,…, RR) 为 9 关于 及 的 局 部 坐标 系 , 则 
CA 
= (z, z) —2‹т, p> + (p, р), 


Е 
РШЕ, f ОНИ тм. 
(2) 因为 


Ff 9/2221 
КЛЕТ 2 (ae sayt (sas s= »)) 
& 2=9,р-9 Htv АЛАРТА ә AS 
q€M H f= Lo R Bbk Ж RSh r) = 2(ф,—4‹ь,1,д) 为 


FRERES? AM, OHRA. AE, т 作为 了 = L, 的 临界 点 的 堆 
性 数 恰好 等 于 p 作为 (M,g) 的 焦点 的 重 数 . # 

引 理 17 j MCR: 为 % 维 C” 正 则 子 流 形 ， 则 对 几乎 所 有 
的 ?ER*( 除 一 个 零 测 集 外 的 集合 ), 函数 Lp: 于 -> 尽 无 退化 的 临界 
点 , 即 它 车 有 临界 点 必 是 非 退 化 的 .更 进一步 ,如 果 М 紧 致 , 则 它 
的 非 退 化 痢 界 点 为 有 限 集 . 

证 明 由 引 理 8 和 引 理 16(2) 立 即 推出 ， + 

Poincaré-Hopf 定理 的 证 明 ”根据 第 一 章 §3 Bu Ë A. SE BH, 
不 妨 设 # 维 0" 紧 致 流 形 妈 CR* 为 0~ 正 则 子 流 形 ， 由 引 理 15 和 引 理 
17， 存 在 和 上 只 含 非 退 化 临界 点 p00 рь 的 С” 函数 f: M — R, 
H | | 

21 Ind,(grad f) =X(M). 


(Bradf) lz=0 


由 引 理 7,， OR X ZM ЕҢ 会 于 过 化 等 点 的 任意 С” DR =, 
则 Е 
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S? ma,X=dgN— Š Ind,(grad P) -X(M). 


хот -0 cgrsdj)iz=0 

更 一 般 地 , kR X 为 M EREMAN C ШЕШ. H 
МКТ, МУАА НАВИ, IBA p. ре 

选 py 的 局 部 坐标 系 (V，p), (2°), 1E p) =0,00, DC 
Ф(0) (000, т) 为 R" 中 以 0 为 中 心 7 为 半径 的 开 球 ) 和 中 只 含 
Хул P. 

应 用 第 一 章 $33| 理 1 中 的 有 4 s:R'=>R 为 з(х)= 
А21). В, * 是 C= 的 且 sjo(w4) =1,в]н*-осы›=0. Ф и: 
M—R | | 


з(ф(х)), 160, 
ибо) = 8 
z€ M —U 

0С" в % B. ио, = 1, діт, =0, Eh ет О(о, 5), 
0 =ф-\(0(0,1)), 4 | 
X(z),z=z€ М—{/ 
X(z)—u(z)p+; (0), z€U, 
УСЕ" 9) — АА E (p+: (0), 视 z 为 下 "中 的 常 向 量 场 ). SZ 
Ж, fE M —U, d Y (z) = X (х), ТЕПН АНЕ E A. AA 0, 
紧 致 , 故 当 9 充分 小 时 , 工 在 7—17, 中 根本 无 零点 ， 根 据 Sard z 
理 ， 还 可 选择 9 A pro Xop :27 一 权 "的 足够 小 的 正则 值 . 于 
EE ФОО), pae Yop =p, Xop —y: pop =p, Коф-!—у 


ЯЗЫ к, MAY EU Аана. MHS 2 
5|#83 和 由 


уб) =) 


Pro Хоф! ty up 
H E 8 рк Хоф! Eps ор 1=ф„о.Жор1—ру°цоф! Hy С” 局 
伦 得 到 
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Inda, X =1пй„‹ә„ф«°.Жоф”!1=4ев(ф„о Хорт!) |, (4) 
k ` 
=аер(ф» Уф!) lao (64) = Xu deg (pro Yop’) orn, 
i=l 


k k 
=>] Ind, (p|sYeg71)= Уа, F = >, Ind.Y |] ç 
i=1 i=1 


YD) = 0,270, 


其 中 а, +, zs УФЕ U, НУ НАЕВШ Ец. mO), е). 
со (о >) i=1, ++, 为 彼此 不 相交 的 小 球 、 于 是 ， 
>) Ind,X= Š) Ind.7. 


反复 应 用 上 述 过 程 得 到 ， 只 含 孤立 零点 的 任意 C= DJ 向 量 场 
X 能 换 为 一 个 只 含 非 退 化 零点 的 0” 切 向 量 场 Y, Н. 
>) Іа, X= У! Ind,Y=x(M), 


Xa =t 7 了 (xz) = 0 
这 就 完成 了 Poincaré-Hopf 指数 定理 的 全 部 证 明 . — + 

例 4 在 例 2 中 具体 给 出 了 O КААЛО рр 
的 С” ШЖ у Х(х)=р—‹р, туг, 265", HH Poincaré-Hopf 
指数 定理 得 到 S” 的 Euler жЕ X(M)=Ind,X +Ind., X=1+ 
(—1)”. | 

因 比 ， 再 由 第 四 章 8 2 例 5,8" 上 存在 处 处 非 0 的 С° 切 向 量 
场合 0= > Іа, X = X(S") = 1+(—D"en 为 奇数 . 


下 面 讨论 О” 连通 流 形 M 上 处 处 非 0 С” 切 向 量 场 的 存在 性 
问题 。 先 证 几 个 引 理 . 

引 理 18 СМ, 2) п С“ ERRE, U M 上 有 有 只 1 含 一 
个 零点 的 О” ШЫ Ж X. 


证 明 8 S 3 定理 6 指出 ， Ми PER" ra 8 С" E 
5248, 


П, TMR” Жр ШЫ. ЖП рК" :中 的 通 
常 Riemann Jfa, I (M, 1*g) 为 Riemann ү BZ, 

由 引 理 17, 存在 C>Morse щу: HR, е А ЧЮ 
界 点 (因而 是 孤立 的 ), 又 因为 娟 紧 致 , 故 它 只 有 有 限 个 非 退 化 临 3 
点 ， 则 了 一 grad 了 只 含有 限 个 非 退化 零点 、 从 紧 致 流 形 开 上 的 C” 
Aa f UA RAKERA mHE H Y= grad f 必 有 非 退 化 零点 ， 设 
7 的 零点 为 pb е» Ра, 当 is5 时 有 Bi 关 2， 取 定点 pE 开 和 2 的 局 部 
МЖА (U, p), Ep U =R", р(р) 一 0 根据 第 三 章 $ 4 推论 1 存 
在 С° |] р: MM, fE р(р) =, BP gais, e т 2) V = 
p~ (OO, 1)) Нут AERA. ШМ БАС" 切 测量 场 
PY 只 含 非 退 化 零点 Qis Ч„СУ HR Z, =p, Y 为 R" PRE 
ЧЮВТЕ@ P), "+", Pn Ep) =0(0,1) 的 C* 切 向 量 场 ， 令 
Е-Е, 


fi) = | 1 рк 
› > er=<1, 
. T, r> 1, 
并 构造 К" 上 只 含 一 个 零点 0 的 连续 切 向 量 场 
0， [z| =o, 
a(r) а) оа 
za) 
Í Е zÍ £ 1 
(те), 21161, 
Z (2), lz]|>1. 


根据 [Bricher, Th. and Jänich, K. p150] 的 
扰动 定理 设 j: ММ 为 0™ 流 形 之 间 的 连续 映射 ， 它 在 闭 
ТЖ АСМ 的 一 个 开 邻 域 口 上 十 C 的 . 则 存在 任意 靠近 了 的 C” 
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Шы АЕМ, E h] = fla. 
我 们 有 充分 靠近 2; 的 С" 向 量 场 Z, 使 得 Z| ,=Z,| a, HER” 


—O(0, 2) БН Z=Z,=Z =p. VY, Дн A= КО „TJU (R" 


一 O00,2)) 为 R" 中 闲 集 ， 显 然 ,2 只 含 一 个 零点 0。 于 是 ， 
pr 'Z(q),qSU, 
Ф "ет, q€U, 

ЯМЕН АЕ -TEA С° 切 向 量 场 ， d£ 

+1 #IH[Brocher, Th. and Janich, K. ,p146j 的 

Thom 截面 横 截 性 定理 j fi > M С" 流 形 之 间 的 0" 映 
ЯР, s: ME Ж) f W С” 蕉 面 ( 即 fs=Idux， 此 时 f 2y083F,2#F3EDA 
的 截面 为 其 特殊 情形 ), NC 为 C0™ 子 流 形 , 则 存在 任意 靠近 s 的 
C° 截面 妇 形 一 四 横 截 于 人， 如 果 对 于 闲 子 集 AC M 的 所 有 点 关 
T s 的 横 截 条 件 已 满足 , 则 可 以 选择 截面 二 使 得 а sla. 
在 [Bott, R. and Tu, L. W. , p123, Propositiozll.14] 或 LGuille- 
тіп, У. апа Pollack, A. , p146, Exercise 111 EH f MEE 
在 只 含有 限 个 零点 的 О” 切 向 量 场 . 

定理 2 C° ЖҮ (М, 2) 上 存在 处 处 非 0 的 С" 切 向 量 
J; ХӘх(М) =0. | 

证 明 (=>) 由 Роіпсагё- Нор ЕЯ (r€ M | X(z) =0} 
=€, Ж Х(М)= >` Ind,X=0. 


Хо) = Q 
(<) ШО 18, 存在 及 上 只 含 一 个 零点 了 的 О” 切 向 量 场 也， 
再 由 Poincaré-Hopf 指数 定理 ,Indy Y— X( M) = 0. 
设 (U,p) 为 8 的 局 部 坐标 系 , РОР) =0, Ф(0) = В", 2Z=gnY 
ААВ F фр) =0 ру К" “в! С" Was 其 指数 为 0 ЖИЕ. 


С” ы fists, f(z)= 则 degj = ind,Z. 


TOT 1 , 


° 250 ° 


根据 [Guillemin,V. and Pollack, A. , p146] 11. W. Жж 
诺 , 能 金城 译 , 56 页 ] 的 

Hopf EAER RMH nR, EBEA С" 流 形 ， 
ШИ 
f,g:M— S" С° 同 伦 ( 记 为 fg) 全 degf 一 deg g. 

Rfi S O 同 伦 于 常 值 映射 cES"…!, 即 存在 0” 
ERAF R х 6% 1—5". {8 
с, tx 


F,(z2) =F(1,z) = 
f), t> 


_Z (z) 
` |Z (z 91" 
于 是 可 由 F EMER б: 95", 


22. 


с, оа, 
аа) = (Nl, рр), ара, 
ZG) 
[ZOT 
MR O.L = f. BERDEN, FERIRE О, M Oy G, 


使 在 闭 集 4= О(о, JU (8"—000,2)) LEGLU=G la. Ж 


121221. 


将 有 "一 0(0,1) 上 的 0” 函数 12(x)1 延 拓 为 Р" 上 的 恒 正 连续 函 
数 ,使 得 


2 1 
Аба) = 1» «© (0, >) 
[Z(z) 1, «ЄВ"—О(0, 1). 
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再 一 次 根据 扰动 定理 , 在 在 充分 靠近 А, 的 RR" 上 的 恒 正 С” ARA, 
使 在 闵 集 4=0 (0, 地 )U CR" 一 0C0，2)) 上 ，414 一 14。 ТЖ, 


{(ж)@(х) Ж R" L Abah ЧЕ 0 [р С” JJ I| 9 Н. ТЕ Е" 000, 2) 
ži 
А ` у + (т _, 
А(а) 6 (х) =A (2) 6, (z) = {7‹)1- утур ЛЧ 
= (ф„У)(х). 
因此 ， 
ФАС „YEU, 
хор} ( PD), у 
Y (g), <U 
为 形 主 的 处 处 非 0 的 C” 切 向 量 场 ， + 
推论 2 ШМ 2011 80° 紧 致 流 形 ,ENU {0}, ХОМ) 
一 0. 
证 明 由 引 理 17 和 13, 存在 只 含 非 退化 零点 的 С” 切 问 量 场 
X =gradf. FFH $ 2 例 4 ЯП Poincaré-Hopf 指数 定理 得 到 
У! Ind,X=x(H)= У) Ind,(— X) 


X:zy= 0 


X¿(z>= 0 
се >] (—1)”+']Ind,X, 
Хә = 0 
с 2 > Id,X=0, >| Ind,X=0. + 
X (z) = 0 X(z)=0 


ЖІ 如 果 必 可 定向 ,我 们 可 以 利用 代数 拓扑 中 的 Poincare 
对 偶 定 理 得 到 H;CM; К) = Н,,..-:(М; К) 
2Е+1 


Х(М)у=`7у у(—1)'4йт Н,(М; В) 


і=0 


Е 
= 110—1) юн, (М; R) + (1) наанаа -1(M; R)I 


+= 0 
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=0. 
МЛ нн, MAA 22/2 同调 群 的 Poincars *F 
偶 和 Euler жЕ ЛҮК F RAEE ХОМ) = X (M; Z,) = 0, 
例 5 推论 2 的 逆 命 题 并 不 成 立 . 例如 2 ERE T =S S, 


有 处 处 非 0 的 С^ Б) ЗЇ эй M Х (Т?) =X(S х8!) =0,{Н. 


dimT°—=dim(S!x8!)=2 RARR. 
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第 五 章 向量 从 .上 的 Riemann 
度量 和 线性 联络 


Х—1*$1 将 第 四 章 $ 3 定义 的 % 维 0” 流 形 形 的 切 从 上 的 Ri- 
emann 度 量 推广 到 C7 向量 从 上 ， 并 证 明了 仿 紧 流 形 上 Riemann 
度量 的 存在 性 定理 . § 2 引进 向 量 从 上 的 线性 联络 ,曲率 张 量 , 搁 
张 量 ,并 给 出 了 Cartan 结构 方程 向 量 沿 0” 曲线 的 平行 移动 和 
测 地 线 概念 的 引信 ， 使 波形 更 增加 了 几何 的 色彩 .8 3 研究 了 nn 维 
С° Riemann 流 形 上 的 Levi-Civita 联络 (Riemann 联络 ), 它 就 
是 挠 张 量 为 0 和 平移 下 保 持 内 积 不 变 的 线性 联络 , 证 明了 Rie- 
mann 流 形 基本 定理 Riemann 联络 的 存在 瞧 一 性 定理 ， 此 外 ， 
还 介绍 了 Riemann 截 曲率 和 常 Riemann #0006. $ 4 
指出 了 如 何 由 Riemann 流 形 的 Riemann 联络 诱导 Riemann 正 
则 子 流 形 的 Riemann 联 络 . 还 提出 了 Riemann 正则 子 流 形 上 的 第 
LÆ H 基本 形式 ,Weingarten 映射 ,Gauss 曲率 方程 和 Codazzi- 
Mainardi 方程 .对 于 R(n р) НА) С° iE i, Gauss iH == 
只 与 第 工 基本 形式 有 关 而 与 第 II 基本 形式 无 关 的 Gauss 定 理 是 
一 个 极其 深刻 的 定理 . 55 介绍 了 Lie 导数 Le, 散 度 div 和 Lap- 
Jace 算 子 A. $ 6 用 活动 标 架 研究 了 线性 联络 、Levi-Civita 联络 、 
草率 和 正则 子 流 形 的 局 部 几何 . 


$1 向 量 从 上 的 Riemann 度 量 
BESI ELTA T nik RTE M h A E= (TM, 
M, ï, С. (в, R), ë) Еу Riemann 度量 的 概念 , 本 节 将 此 概念 推 
Г] С" 向 量 从 上 . 
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定义 1] 155 (Е, М, т, С. (т, В), В", 8) XC (СМ {0}) 
向 量 从 , MA n АЕ С" ЫЕ, BE = OE, М, л, Сі (m°, В), 
R”, °} £ RIO, 2 型 Cr sk at JA. Pr M CT ЛАД у 
C'Riemann 度量 或 内 积 就 是 在 每 个 纤维 上 正定 和 对 称 的 C” 截面 
g=<,>: MQF, BIHE РЄ М, (0,2) 型 张 量 ( 双 线性 尔 数 》 
92= ,Dp: Epx Ep >R, (X,Y) >g, X,Y) =<Х, Y> ÑE: 

(1) 9X, X)Z20;g,(X, X) =0<=> K =0(F2 FE); 

(2) gI (X,Y)= g (Y, X) ЖЕ); 

G) yg 为 0" 张 量 场 (CE), 

其 中 X, YEE, 为 任意 向 量 ， 

В (л (Ua), Ye)EB 为 皇 的 局 部 平凡 化 ,区 (>) = ра. (z, ei)s 
i=l, =, т) a'a) ВБ, 90390,00), X; (z2))2U 9g 关于- 
(л, (б), фу) 的 分 量 . 由 定义 ， 显然 (gi;) fu jm g PE 


СЗУ RWA ERER. WRX Уа, Y= УЬ, ООР) = 
i=l j=1 


g > a Х,, $o )- >: a'big,;. 
L= j=1 i,j=1 


RaT Us), YEE Ж 5 АФЗАЛИ, K= yz 
(zei š = 1, `... m 为 = -'(z)BÉJ p — Ж. ğa =g (X: (a), X, (z) 
BIRTE TU ,), ро) НОЕ, И 


f m m 
Ju =9 (Xil), Ху(ш)) =g Ddi X,, ах) 
k=1 1 = 工 


Ek,t=1 


Ë ы | Ë .. зу фин ү .. 3 
ўті *** Ümm dh, ... dr Imi *** Ñam d" ... dm 
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Жар C= (с) =ф,„(а), Dolli) Сд. aT, МЕ Б Ж 
Ж [R 2 CNY ОИ Е Е, j 


Ë ... й" | с! ... Y. e g” ү" © c 
\ l \ | | 
g ... gem] т өе с") 9" sm) сі ... С 


т 
—ij wai i i 
g” == > ci eg. 


Cr ПЕ ЗА Š LEA Riemann 度量 9g=《,>， 直 观 上 就 是 
将 每 一 点 的 纤维 赋 以 内 积 而 Euclid 化 , 同时 要 求 从 一 点 到 另 一 点 
变化 时 保证 C 性 ， 因 此 , 它 就 是 Euclid 空间 的 推广 . 

定理 1 (Riemann 度量 的 存在 性 ) BMA С" (2-1) [P 
紧 流 形 , 则 Cr БИКА E= (E, М, л, GL(m, R), 8) LIETE C Rie- 
mann 度量 . 

证 明 由 第 一 章 § 3 定理 ,存在 一 个 内 上 的 坐标 邻 域 的 局 部 有 
RONEY {VslaEp} 以 及 从 属于 它 的 单位 分 解 {о„|а©ш}. 在 
(m (Us), Ya) EL H, X,G) = (кел), QX), X;(z)> = 
öp. MW 

[нд 0260, 

0 ,z€M— (CU |p.) 50}. 
ЖЕМ kE C“ 的 .为 方便 , 记 它 为 pa《, a FE Е у=, >= 


Dios ， ) 为 5 或 上 的 一 个 Cr Riemann #8. Ж 


推论 1 仿 紧 流 形 必 上 秩 m 的 实 向 量 从 的 构造 群 总 可 简 化 
ж O(m); 它 可 简化 到 SO (т) = {АЄО (т) |detA= 1) SIB SLA E 
可 定向 的 . | 

证 明 在 定理 1, RU) 为 仿 紧 流 形 戏 的 一 个 局 部 有 限 的 
坐标 邻 域 的 开 必 六。 它 平凡 化 加，{ps} 为 从 属于 {U6} 的 单位 分 
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A. XG = р(х, е). H Gram-Schmidt 正 交 化 过 程 ， 可 使 
(Xe EAA Tit Riemann 度量 <, > 的 规范 正 交 基 {A:(z))}， 
令 平 几 化 映射 Bo: 7 (U) Ua x R”, р. САХ, (ж) ) == (z,e,), Ш| 
в ўво 将 规范 正 交 基 变 为 规范 正 交 共 ， 因 而 它 取 值 在 正 交 群 
OQ On) а, 

因为 detg (z) >06€sg; (z) €SO (m), Ж Be u B {КФ 
SO G) р Е ДЕ ар депу, ++ 


Ж 1+, EA п #ЕС°ЙОЙ МИЛА, Х, = „©, У, даг» 


m =n. C = (сј) =»„(\р) = (5) D=(di)=0' =g, (P) = 


aA, ТЖ, ME LMAX SIR $ 3 定义 7 中 相应 的 公式 


完全 一 致 ， 此 时 , 称 (M,9) 为 % 维 0” Riemanna Wii. 

定义 2 Ш(М,д=(М,‹,›) H n 6° Riemann й, X 
ҮСТ,М, Х| =VX, X) ДХ Ий ИХ 20, Үзе, WS 
Schwartz Д5 |< Х,У у «(ХЦ 可 以 定义 对 和 了 之 闻 的 夹 角 
BOLISH 

《X,Y> 
1: q] ТХУ 
设 о: [a, b] >M HOE, о' (4) =o EAR o f B) їй Ж: 


场 , 我 们 定义 从 a Ф|] b h o BJ K: Л(а<Ь); 


cos) = 


[о |4 = Моб, бууй = | о аг 


СЕРА Ж И: E, 故 积 分 存在 有 限 )， 

一 般 地 , 一 条 分 段 C” ИЩ о (ВП о; Га, b> MER, Н от 
[ti tin СР, i=l, 2,66, 6—1, Жа t Ki Ke r-i 
三 ti 二 65) 的 长 定义 为 
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k— 1 
[914 = 201910". 
引 理 1 jc 必 的 定义 不 依赖 于 о (Га, 21) 的 参数 的 选取 . 
证 明 设 p: Le, d]—>[a, b] 是 С°), і = Фф(и), а= р(с), 
Ф =Фф(#), Ф (и) 20. Щ (оф) ' (и) =ф'(и)с'(р(и)), TÈ, 


ату оуу 


=| о рО), PD p' (ш) йи 


=| озер) G), (оер) оруй. Ф 
引 理 ? WO, g) n tE O“ Ваешапп И, ЯНЕ л, 2 V, 


令 

o(p, 9) 一 inf{lz|ljlec 为 连接 了 和 9? 的 分 段 0” thk), W 

p(p,q) =infí(|c||o 53  #2РЯп q ñ 2y Б О”, HEKE 
БАЖ o 0). 

证 明 因为 fo]o 为 连接 了 和 g 的 分 段 С°, HERRE 
Abit o’ 0) Ct{olo 为 连接 2 和 9 Н В С° 25), i 

о(р,9) =іп (|о| о p 3 ВУС) <in (lol 
[о 为 连接 p 和 4 的 分 段 0” 曲 线 , LEA E Eiki о’ 20}. 

由 下 确 界 的 定义 , 对 任何 e>, FEE p 和 9 B) y: СЩ 
ikon ERa LSe g te REITE E pAg 的 分 段 
"曲线 о, 使 得 在 各 段 上 处 处 o0, Н. 

inf (оо 为 连接 ?和 2 的 分 段 C<“ 曲 线 ， 且 在 各 段 上 处 处 
©'50} —є<&|о_|-—е<5|ою, | Spl, g) +e, 4 є->0°* 得 到 

inf {lo|[o 为 连接 2 和 2& 的 分 段 0” 曲线 ， 且 在 各 段 上 处 处 
o" = 0) <ç обр, 9). 

斯 以 ， 
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p(p,q)=infí(|o||o у p fig НУРЕ С°, HE РЕ 
上 处 处 о'20}. 

设 о.: Га, b]— М, H [e,5] ЖЕ o ду СЕ, FE а= 
<< Съ, ETRE o Cta tia DECU ЖФ (О, фу) 
为 于 上 的 局 部 坐标 系 , 而 e UDA Е" 中 的 凸 开 集 ，7 二 0，1,…*、 
—1, 容易 看 出 , 不 失 一 般 性 ,可 以 假定 o (La,b)) CU, REU, 
Ф), {1} 为 开 上 的 局 部 坐标 系 , p (U) 0) R" Я, 


Ha, b] kA, В Atti ÊT 现 构造 os 如 下 : 


令 


Pot) =фео\(4;) 十 元 


7 (Фот (23.1) 一 goo (t; у)» 


ПРИ 

goo (i) = (2100), *-+,2"005(1)). 
由 中 值 定理 , 当 StSt 时 ， 

даос 1 

dt tr 
tt, 
于 是 ,应 用 连续 函数 在 紧 致 集 上 的 一 致 连续 性 和 可 积 性 的 定义 , 5 
有 充分 大 时 ,有 
АРЕ 1 Уе татай 


= 0 


lo 
(х1 0, (t; p) — z oo Ct) = йт 0 01%), 
T; di 


k-i atjar C l r oo, droo., 6 
5l, NACER нш 


k—1 


=, РЕР: 59103) ей 


k—1 


< 二 | (s TREE G) ERIC) +z y) 
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lo SOG, - ё 
= S90 ар) =® б) EE (у A + 
1=0 


k—1 tjs OO 
Sl VORKO aa SS TAER 


注意 ， 如 果 有 o (25) =0.(2;.1), MEE 02 时 可 消去 这 一 段 ， 特 
别 , 为 避免 得 有 o= G), 我 们 预先 取 о, 不 为 第 值 映射 . 
由 上 证 明 得 到 

[о»|—ё<|о\|. + 

引 理 3 (M, g9=(M,< , >) 为 % 维 0”Riemann й 
JÉ. 对 任何 РСМ, р Ч А (О, р), {2°}, E Фф(р) = 0, 
出 存在 a> 0, Вс2т2>0, 满足 

т|ф(9) 1< оС, 4) <Е|ф69)1 (gEp (А), A= {2ЄР | 
Jelsa}. 

证 明 选择 ao>0， 使 A= (аСК" ||21<а) Co (U), Е 5 9 


В = {(9, Ха) [p (g) SA, х,= Уу = зат, 20б =1) 


+, 


ІХ у = | гу 9:000 


і. 7=1 
为 一 个 连续 国 数 , 它 达 到 最 大 值 R 和 最 小 值 r>, 
(1) 如 果 o 为 wa 的 象 在 4 中 的 任何 一 条 分 段 СН, ЈЕ. 
EREE с 关 0， 所 以 若 选取 曲线 pe o ДБ), Шо = 


mi 


+= < 


Ж, (0 (t), o (1))EB, tE(0,b). 于 是 ， 
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p Dan 为 方便 起 见 ， 4 c (0) =p, с(Ь) =9. 显 


b 5 ш 
а= | Gay отуу | | D дда 


b 
> К =тЬзт[ф(@)]|. 


如 果 o 为 任何 一 条 分 段 С° #8, 且 在 各 段 上 处 处 o' 志 0. 令 
фо уф 1({zER"|]z|==a}) 的 第 一 个 交点 , 则 


ШЕК ОНДОР dt 22т :а22т1ф(:) 1. 


H p(p,9) 的 定义 ,有 об, q)2 r| (q) 1. 
(2) 取 特 殊 的 о, фос 为 连接 0 和 gp(9) 的 直线 段 ， 于 是 ， 


eig)! 
ө0,9<191=[. мо С), ос (0) Уй 
leol 


<| Rdt=R!ø(4)]. З 


定理 2 设 (M,g) = (М, <, >) АШ Riemanni, оп 
引 理 2 HAE, MCM, p ) 为 度量 (距离 ) 空 间 ， 并 且 由 Pp 所 诱导 的 
.拓扑 和 流 形 于 上 的 拓扑 一 致 . 

证 明 AWE po AM ERIRE. 

(1) 因为 lo| 之 0, 所 以 p(2,q)2 0. 

设 о* 为 连续 2 和 рН) СН, ЗЕН po0* 为 4 中 长 度 


等 于 天 的 直线 段 ， 于 是 ， 
|с* | Голота ва = 2, 
这 就 推出 了 
0<o(p, p) <inf(|o*||k=1,2,---J Sinf | |61,2, =0, 
plp, p) = 0. | 
此 外 ,如 果 p><q, 则 可 选取 充分 小 的 a 二 0, 使 得 它 满足 引 理 2 的 条 
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们 ,并且 使 的 局 部 坐标 邻 域 U0 二 gp-1(4), ED 于是， 

P(p,9) 二 inf {lo | іо 为 连接 p fl q 的 分 段 0* 曲 线 , 且 在 各 有 段 
上 处 处 zc 关中 兰 re>>0. 这 就 证 明了 о(р,а):=0<зр=. 

(2) RoG) AEI рУ ВС, о (а) =p, o (b) = 
o HERRERA о 20, Що, (и) = о (1—0) 5 ма) 为 连接 
a: (0) =c (b) =4 #10. (1) =о(а) =p 的 分 段 0” 曲线 , 且 在 各 段 上 
А о120. RAE [0 = [01], о 的 定义 立即 可 知 p(p, q) 
= p(Q, р). 

(3) ЖЕ ертен C hikoi, 再 取 连 接 9 和 7 的 分 段 0” 
曲线 o5, МЕТЕ E: БАБ Cot 50, (03) 0, 并 且 1imjlcil 
00,9), lim |o;| == 0(0,т). Зо (а) = р, oib) = @,ої(с) 


= g, o; (d) =r. 显然 ， 


CHOP а<іь 
о (2) ==} o 
pE 26200 e€) bcte, 
2 b— b— 


为 一 条 连接 2 ЯП r 的 分 段 C hik, навы (о*)' 0. 
于 是 ， 
рр, т) < |а“ |= |а| + [05 1, 
4 > + со, ME ор, т) <о(р, 9) + plg r). 
最 后 ,从 引 理 3 的 公 SA rle) [<e NSRI pa Eh, 由 : 
p 诱导 的 拓扑 和 流 形 收 的 拓扑 是 一 致 的 ， 北 
定理 3 设 邓 为 连通 的 2 维 0" 流 形 , 则 
(1) MÄ As, 空间 ; 
© (2) MAE co R; 
е» (3) 形 是 仿 紧 的 ; 
5 * (4) EM LFE Riemann 度量 ; 
© (5) 取 为 度量 空间 ， 
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证 明 (1)=>(2) 由 第 一 章 $ 3 定理 1(2). 

(2)=> (3) 由 第 一 章 53 定理 1(1). 

(3) => (4) 由 定理 1, 

(4) => (5) 由 定理 2， 

(S)=> (1) 参阅 [ 徐 森 林 , 290—292 M]. ж 

引 理 4 设 (M,9g) 一 (MM,《,》) X n% C” Riemann 流 形 ， 则 
在 任何 局 部 坐标 系 (0,g), (х), ТРЕ C* 的 规范 正 交 基 . 

证 明 根据 Gram-Schmidt 正 交 化 过 程 , 设 


9 
= элт 
а 2 
了 ,一 -一 -一 
? т Bar 


g Ə 9 
Y; 一 ат Азе r Ta 


Ааа. 94.2. 
aa HÀn n-i Zg” +s 
HY ҮҮ =0(45®}) 可 推出 《52 Y y=0G <j 
2 3 9 ƏN ә ə 
аА (азал А абон) 


3 „а у 
+052» зул 0, 


i=l j1, TA WR Ан 0=2,3, n 2, 2) 


А |=) о __ Y; Y, 
的 有 理 函 数 ,因而 了 在 UV 上 是 C Ву. е; 厅 AY. Y 5 则 


{es 上 i 一 1,…, 双 为 口上 的 0" 规范 正 交 基 ， 关 
引 理 5 ik (М, g)= (M, <, >) 23 п ФЕ Riemann 流 形 . 
{eili 1, *.•, n) ЖП (2,111, °°. n) Т МАБ ЕЗДЕ, i 
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{е'\1=1,+е,п)йп {g i=l, п} 分 别 为 它们 的 对 偶 基 如果 


Ce, en] = Га, ә] (定向 相同 ), 则 
e! 人 .…. 人 e? 一 区 Are Ag”. 


此 外 ， 如 果 p 的 局 部 坐标 系 (U， Ф), {х} 与 [el， е, en 一 致 ， 
一 9 
ВП Ге, е n] = - |55, >t sal, HII] 
e kwa 2 Jda! Aee Ааа", 
其 中 Jij -Car 24! d Zi д? 
证 明 4 


Жи (с) ЛЕНЕ Н. ае (с;;) =1. 如果 


ñ [da ... ү 
ё" (y AWAY 
уа, з) а (сг) ОЕ, T Ak (4, ) B AEREE, Bdet(d,;) =1, 
这 就 证 明了 
ё Л: Ла" ыр? du et: Эу рэ е “) 


i=l i =1 


= det (d; eA Ae set N Де". 


二 一 一 ае, Ш 
і 之 Зе j’ 则 


Jij =G 2) (Zane, Ease.) = Fanas 
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Вр (4:3) == (а) (aa), 所 以 
det (а) = мег, ;)2>0. 


| 由 于 e = >ja; dz ， 故 


елле (7 аз ida” (аав) 
yi >i ja 1 


= det (a, dx! Л Adz” =a det (g; аЛ Ada". 4 
定义 3 B(M, д) A n 3 C° 开 定 向 的 Riemann Ж, 1951 
Яй 4 n 5, 在 到 上 确定 了 一 个 处 处 非 0 的 О” п, EEE 
Мїїуд 102 = {os [p€ М}, 一致 的 局 部 坐标 系 (C, p), {xph (El 


Ə 3 _ Нар 
Es ,了 =) 可 表示 为 


t 
ел: Лет det(gis) х: Ndz", 
ИК 0 М Бу н @© = {oz|zE1)} 确 定 的 体积 元 ， 记 作 dV 
ОЯЗ ВЕУ 只 是 闲 形式 而 不 必 为 恰当 微分 形式 )， 当 n=1 时 ， 
ЖКА, 记 作 ds; 当 п=2 有 时, 称 为 面积 元 , Te E 4А, 
定义 4 СМ, g)» п С" Riemann 流 形 ( 形 不 必 是 可 定 疝 
的 ), 我 们 定义 绝对 体积 元 为 
JaV | =~ det (g) dz't...dz" 
(在 局 部 坐标 系 {z 沾 中 的 表示 ). 
设 为 有 [上 具有 紧 致 支柱 (Suppf= {ze 用 f(z) 闪 0}) 的 连 
续 函 数 ,更 进一步 可 以 定义 第 一 型 积分 
[nvi] (fopz0.(osoyp59 


аСА Фа МПа) 
‘vdet(g;;) йт! Л: Абен, 


ЖЕ, Ë 55 M ЕВН ВО 8585 bass (О, фа), {zs}| 
| | • 265 ° 


«© н} ПАА ЕЕ У о аш) Н. 2035. ЯТ МЕ 
的 任意 连续 函数 上 4 
(FC), f(z)>0, 
lo, f(z)<0. 
(0, f(z)>0, 
PDT ку, fz)<o. 
如 果 ( 有 ,9) 为 nn 维 0" 连 通 Riemann WÉ, 根据 定理 3 ,到 是 ож 


的 , 因此 存在 如 中 的 开 集 Ms, 使 得 下 6 紧 致 ,MM = | J M, B. мсм, 
К=1 
CM,CM,C.... 当 


tim | f* lav 和 tim | 71| 


Fas 


中 至 少 有 一 个 有 限时 ， 定 义 
[uay = lim | flav | — im | 147] 
м 下 十 co。 My Еэ +оо) ME 
A J МЕГ 98 y. НЬ, ЕЯ АНГ. 
值得 注意 的 是 这 定义 与 {六 i1*==1,2,…} 的 选取 无 关 , B J” УҢ» 
值 可 为 十 ce 或 一 oo， 
当 1=1 时 , 称 | lavl=| (oep DV ar dz 


УСТА: 
Ass Ada2 AMHER, 0ш ярдоо, т 维和 2 维 情形 ，“ 体 积 ” 
通常 称 为 长度 "和 “面积 ”. 

FEIS M п ЗЕ ОЗА Sk Riemann 流 形 时 , 上 述 的 im | /* 
V|. lim f 71801, | FIAV Wo ea, 还 可 选取 = 
k=1,2,.. | 

如 果 形 为 定向 证 形 , d = e! A+-- Ae” 为 体积 元 , 则 

| ау | fenne, 
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DEMER, ЖЕПК ИНЕМ L H Ih iA JER o HRD 
| o 为 第 二 型 积分 


例 1 ig £= (8, М, т, О (т, В), В", 8) 0 CENU {0}) 
HEA, MH n С" 流 形 , g. MOE A E у 0"Riemann ER, 
ЕСЕ 是 秩 为 的 子 向 量 从 , 则 


= Ur = U {oeB,lv 1 Р.) 


79 m 一 上 的 子 向 量 从 .用 自然 的 方法 ,g WIE F i F> 上 的 Rie- 
mann Æi, 

(z (U), 0)S8 9 plo) =U х RICCU x В", {e;|i= 
1,556 т) AR” урай АЕ, Хт) р (а, е), = 1, 5, MHE] v 
上 的 0" 截 面 , (Х,С2) 171, 6, т) 0) a'ah. 借助 于 Gram- 
Schmidt 正 交 化 过 程 得 至 | ote 截面 了:(X), 1 = 1, 6, т, 使 得 
对 任何 z€U, (X.,(z)|i=1,-:, m) HE, 的 规范 正 交 基 , 10 (X (z) 
[i= 1, k} Ik Fes {Xli =k, ++, т) Ес, Е, 

Y: x (U)=E| >U x В", 


УТАХ (r)i (z, А1, e, A”) 
i=l 


yu Y—4AB EO U), pE, ER 
(F| )=Ux Rt, (Е: |) =U х В", 

称 Fr 为 FP 关于 如 的 正 交 补 从 . 

回想 一 下 第 四 章 § 3 定义 3 和 结合 上 述 定 义 ， 不 难 给 出 法 从 
HES. 

W E= (PTM, M, я, GL(n, R), В", 8) 0 n ҖЕ С” ЕМ 
M, g 为 其 O=Riemann 度量 . KCM 为 不 维 CENTRE. E 
ФАК (ИЛА Ex 二 {(ТК,К, лк, GL (t, R), R*, 8x} 为 K 上 秩 为 8 的 
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CHEM. RELER, Pk nk Hyi A 
TK+= |] T K+= |] (u,€T,M|u, LT,K) 


х ЄК х ЄК 
ЖК ESCT м ЖА. 
例 2 设 (M,g)=(M,《<,)) 为 fn 维 CrRiemann # 0. о: 
Га, Ь]->М 3 С", МЕМ АА 0), ШЕ 
长 为 


= | Уе (уо (тууй 


OTTE о ы э \ 
la ах! дт? t 
1.4 (= 2 рз dt ә) 


ЕЕЕ 
= | >) 9:3 dæ! da’ dt. 


!! 


TA, IRI 
ds = ы . dz: dxi 
JÈ de di Čt 


Giit Iin 
= /dr ary ... dz dz" dt. 
dt di di dt 
Gni’ Inn 


在 微分 几何 里 ， 有 时 记 作 d= >] уйг, 


更 一 般 地 , 如 果 КОМЕ АЕ Cr ETRE, {wlis l 
#) 为 定向 流 形 天 的 局 部 坐标 系 ， 则 下 LD E 维 体 积 元 为 


ау = ECEN > i irh "Adu" 


= (а у] 3 сулда" Ə Jya A Na 


(2255 az s= Tı Әди! Əz° / 


-JÈ 9 5 s= г SE yiu Лет 


1,8—1 ди 
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== det s. anse cer sas ass sna | +++ aso ooo du' A. Adu" 
gr! га" gm Әх" 
ER А СОРТЕ an = тг" 
Ән“ Jui Vv: ди ou 


13 设 {z 20) В" АА. ЖУ R" Е С" 
Riemann 度量 为 
(55: gz? 过) 8}, 


n | 3 n 
о, (еа DR 2] att, 


显然, |2. ет 为 整体 的 规范 正 交 的 0" 坐标 基 向 量 场 ， 而 {dz 站 为 其 


УНЕ, dV = Дх! A... Ada” 为 体积 176. 
ВМ) R" 中 的 (n 一 1) 维 0" 定向 正则 子 流 形 , М 上 的 局 部 坐 
Ж (и, е, и" у ЫМ, HR" 的 上 述 Rieman l 度量 诱导 出 作 


”上 的 一 个 Riemann 度量 . Ж > АМ ЕШМ 于 相 一 致 的 0” 
单位 法 向 量 场 ， 则 


> (D kida ладу. Adz". 


n 1 
Е Ае. Adu” 1 
i=l 
E a м 
_ и! o ди! 
一 de ... ... ... du A Ліш"! 
дг! Әз" 
ц! au"! 
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du' Aer Adu™ -rt 


要 


| ‚1 0 0 
0 Әт жу. (& Әг. С) Д 
[E3 Ju 2ч al 人 .Van 


Әх! Әх" Jx! Әх! 

Ju Jw 1 TE 
= |det | 

Әх! Әх" \ Эх" __да" 

баат apo | Qar B® 


«du! As. АИА 


i 
fe 


注意 ， 其 中 liT Gr 1? = 


R, о=$1(—1) уа AA fath Ada" 39 В"— (0) E. 
i =I 


的 C* 的 (2 一 1 形式 (7= JÈ a) В. 
i 


nx N 
йо = >(—1)' ( 1 了 Ad Ada Aee Mrih 


Ti r п+1 / 


=з) Е" — (0) ЕЙ (п 1) ЈЕ. AHMA n—1 维 С° ЈИ, 故 : 
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‚| м? (n— 1) NE A Ай. 
ка 
因为 对 m >0, S7 (тв) = (G, е, ZER" 57027) t= ri) 
、 1 
上 的 0" 单位 法 向 量 场 为 DJ 于 227, Ж 


аў ， і 个， 
二 = > 1) iidr A=: бае Ada" 


=@|5"- ECD 
如 果 olsi 0 dV 为 3 (ro) 上 的 恰当 微分 形式 ， 则 存在 
8% (ro) ЕЙ С° (п—2) ER n, Ë o= dn. H Stokes 定理 得 到 


o= | "| n=| n=0, 
— d — № ` -Ø 
Sn-1(ro0) Sn- ro I Snip ' 
+i ua dV 为 
这 与 | os| -= 其 中 二 AT 
абд эже | Та ) пу 
SIMKY0》 89-170) 2 


анана йш аул ик, 

此 外 ,如 果 o 为 R* 一 {0} 上 的 恰当 微分 形式 , 则 存在 R" — (0) 
Ей С° (п— 2) ER n, 使 得 o= dn. W IS% (т,)у->&"”— (0) 5 
B Б. TÆ 1*юо=1Г*4йт= (Гр) A 5%: (т) 上 的 恰当 微分 
形式 , 这 与 上 面 已 证 得 的 结果 相 了 矛盾 . 

以 上 证 明了 Яп dy 都 不 是 尽 " 一 {0} 上 的 恰当 微分 形式 . 

例 4 设 吾 ?的 通常 的 整体 坐标 系 为 {z,y 2}, MA R: 中 的 2 
维 0" 定向 正则 子 流 形 , W 上 的 局 部 坐标 系 {i 村 与 型 一 致 ， 由 Rš 
的 通常 的 Riemann 度量 诱导 出 天 上 的 一 个 Riemann 度量 , 则 在 
.此 局 部 坐标 系 中 ,与 以 一 致 的 0" 单位 法 向 量 场 为 


2.2 

du д ра, ЖАГА 

а. ә or 2 oz 8 
— X — 

ES gv 
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是 ;及 上 下 的 面积 元 为 
dA- h dyAadz-— Вах Аа i kšdz Ad 
= hdyN\dzs i- h'dz Adz + h2dzA dy 


=(P ER g pan y PIEN ) ала» 


Ә(ир) (то) (ир) 
h: д? hš 
ж оу Əz 
= йе Fu ди ди IduAdv 
gz Jy OZ 
Jv gv Fv 
=(P Z+ r2 неа) (х саем 
or oy 
| 
= АЙ 
ou 
可 ШЕ 
За Ё = =G ah 9 MP 
„9 
ди 5 
b! 
ax 
= | дец Ju 
Әх 
\9v 
1 
= |е 0 
0 
=V EG—F?, 
ie dA=./EG— F: du Ado, 
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S2 向 量 从 上 的 线性 联络 

В £= {3, M,=x=,GL(m,R), К", 5) 0) n О” ЖМ LPJ 
С° HRA. ERE EH CREARA CE) s CS (E), HH 
С° (Е) = 0° (Е) = {о| о: M —E2ZJC Dh Bf, Emo o(z)=z,z€ JM;. 

1 BMA ng CRE, = {Мх R, М, л, GLG, В), В, 
6} 为 平凡 实 线 从 ， 其 中 投影 л: МХЕ М, a(x, а) ==. 9 
МХЕ ЕН) С” RAAI ССМ хв) CCM, В), ТЭТ 
常 的 加 法 、 乘 法 为 含有 1 的 交换 代数 . 

例 2 设 E 二 {TH, ,xGL(n,R)，R"*"，8})} 为 n 维 0C” 流 形 
МЕНИДА. С°^(#у=С°(ТМ)&М |. 0 向 景 场 关 于 通常 的 加 
法 , 方 括号 运算 [ ，] 的 无 限 维 Lie 代数 . i 

定义 1 C0 向量 从 £= (E, М, л, О (т, R), Е", SKREE 
和 线性 (或 仿 射 ) 联 络 是 截面 空间 上 的 一 个 映射 

V:C”(TM) хС°(Е)->»С°(Е), (X, o)=>V(X, о)=\ хо, 
WA: (1) у,,х,ә„х,„ю= fiV ot )з\Ух,ю, fi f:E07 (M, R), 
,EO (ТМ), EO™ (E); 

(2) үх(Ао + Ао) = AV + ANV xO А, AEP, XE 
©° (ТМ), о, VEC” (Е); 

(3) ух (о) = (Çxf)o F fVxo (Sk ВЕ), ЈЄС"СМ, В), XE 
С°(ТМ), ЄС“ (Е), Жр Vaf =f OXF 为 f 沿 方向 的 
方向 导数 . Ж ухо 为 о ТХАНЬ Е. 

定义 2 线性 联络 V 的 曲率 张 量 (C” (五 ) 值 ) 是 

В; О°(ТМ) x O°(TM) x C°(k)—>C°(E), 

R(X, Y)o@o=VxVro—VrV xo —Vrx, o= —R(Y, Х)о, WI 
ZAR(X,Y)=—R(Y, X), 

引 理 1 下 关于 和 ,了 ,ao 都 是 C7"(M, 尽 ) 线 性 的 . 
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证 明 ”对 任何 fEC* CH, R), Х,ҮСО°(ТМ), оСб°(Е), F 
SEPH: 
R(X, У)о = Vi Vr oO— Vr Vr Vis x, r 
= fV Vro үу (ухо) -V-ot TO 
=f (VV ro VrVxo— Vr, ro) — (Y f)V xo + (Y f)V xo 
= }Р(Х,Ү)о, 
RCX, Y)(fo)=VxVy(Jo)—VryVx(Jo)—Vix, yfo) 
=Vx((Yf)o  fVro)—Vr (Xo r JVxo)—([X,Y]f)oÀ- 
— JV x, vO 
= хута Ухо үүх, узо) r (XYf—Y Xf —[ X, 
Ро L (Yf)Vzo (XD Vo — (Xf)Vyo— (Урук 
=fRB(X,Y)o. + 
例 3 у, у" М С" 向 量 从 5 (Е 为 从 空间 )，7(B 2 
空间 ) 上 的 线性 联络 ， 在 志和 了 的 Whitney 和 ED 上 定义 线 
性 联络 у: О” (TM) x О” (Е©Р)->О” (EDF) 5 ух(000) — Vo 
OVi (根据 定义 1 读者 验证 V 为 上 7 上 的 线性 联络 ). 
例 4 ik £": E*— M 2 Ch] АА 5; E— М УЕА. AFE 
的 线性 联络 V 的 2% 的 对 偶 线性 联络 V* 由 
(VE0). w=Vx(0. 0) —0. ұхо, ӨЄ0°(Е*), әсс" (Е) 
ЩЩ Get ARIMBA E hARSA е ЖУЙЕШ). ВОВЕ 
率 张 量 是 由 等 式 
R*(X,Y)9. o+0. R(X,Y)o=0, X,Y€C”(TM), 
ОСО°(Е*), oCO" (R), 
给 出 的 . 
уж 1 中 的 (1) (2) 是 显然 的 ， 现 在 验证 (3) 也 成 立 。 
(VËf0). o=Vx(f0.o) — f9. Vro 
• 274 ° | 


=J(vx(0. 0) —0. үхо)--Сух/)(@Ө. о) 
= ((үх/)0 4 JVx02. о, 
ух(70) = (Vxf20-- fV x0. 
此 外 ， 
R*(X,Y)0. о= (ут\утб—\уухб—\їх, r). © 
=Vx(VË0. 0) —ү$0. үхо—ү,(уї0. о) +VE0. Vro 
— Vex, у:(0. ©) +0. Vix, уо 
=Vx(Vr(8. ф)—0. Vro)—Vr(0. Vx) +9. Ҹуүхо 
—ү;(у:(0. 0) — 0. Vro) -ҹух(0. үуо) —60. VzVro 
‚— (VzVr Ууух) (0. о) 0. Vir, узо 
=0. (VrVzo—VxVro үх, узо) = — 0. ВХ, Ү)о, 
R*(X,Y)0. о--0. R(X,Y)o=0. + 
15 V, WAR REK eA, 而 
рх Dos, ши) AER, 06У, w, EW, sen] 


H V RWE V У = {(ю,ш)| оС, шет) 中 所 有 元 素 为 基 
产生 的 实数 域 R Б йара А С ар). Z T AmA ANo + 
Vos W) — (Vis ш) — (оз, W), (2, ш T ш») — (о, Ww) — (V, W), (Av, w) 
— А(о, ш), (w, Aw) — Aw, ш) PIRS ER V x W 的 子 同 量 空间 ， 
其 中 AER, о, v, VEV; w, w, СУ, RHEL V WART 
VeoW =V x W /T, 
易 见 它 也 是 一 个 问 量 空间 . 如 果 用 Га] 表示 асу x W BJ S ros, 
则 [ej 二 {a 十 518ET}， 此 时 ， 
[a] +[b]=[a +0], 4[0]= Га], 
a, DEF xW,4CR. NA 
0 一 [(o2 + ps, tp) — (v, ш) — (bs, t) ] 
= [ (0 tvz w)]— [Со ш) ] — [ (9, ш) J, 
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O= Го, w --ъм») — (p шу) (0,05) | 
= [ww] [ (ш, ш) ]— СО, w], 
O= Г (fv, ф)— AG, ш) | = [ (Ар, ш) |—А[.(ю, ш) ], 
0=[ (v, дю) АС, ш) ]= [(®, n) ] АГ (о, ш) ], 
< С 
[Co оз, 00) 1 Со, ш) ] + L (9, в) 1, 
[Cv, wi +w:)]= Со, w) ] +- [ (2, w], 
(40, ш) ]= [ (0, n) ] = А00, ш) ]. 
为 运算 方便 , 记 [ (о, ш) 1 = 0690. 于 是 ,上 述 公 式 成 为 
| (0-2) Сш = vw о.б), 
006) (шю, + w) = 009), 4 VEW, 
(A) бю =v (4ш) = 2(00)ш). - 


(а (Drw) DE Ow, h R 


{е,12=1, --:,т) ут аЛ] У АЈ, (171,566, n) n SE 
问 量 空间 环 的 基 . АГЕ (е.697,13 =1, +, 65 71,560, п) Уб 
的 基 , А. Amk БЕЛЕ [Н], Et (8,17 二 1,…,m} 和 {fy| 1,6600) 
分 别 为 了 和 了 醋 的 另外 的 基 , 并 且 


ё; Сү e Cim\ [е1 
. + , 
Em! Сті**° Cmm em 


Н с 站 
F) d, diya р | 


Bit, 2.7, (66) d,:f; )= > Уеа, Нр. 


(е.а) = (сы) (e,G2f;) (4,)'. 
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对 于 任何 VOW 有 
5 > А'Је 9}; =" 


i=] 1=1 


-Ea У) DI ondue f, 


k =1 k:į=1}, j=1 
=D E(D Pod Jets 
i=1 j=1 `ksliļ=l 
CA) = (eir) (AF1) Ciy). 
iz é= (Е, M, ne, GL(m, R), R”, б„}, n= (F, М, nr, 
GL(k, К), R", ёр) A n ДЕ СЛЕМ ER C” ША. ЗТ 5 
Нух š", £ 1 тй) Whitney #I, aR 2 ЖП n К ERMA 
2091 = (ЕФЕ, Mrrer GL (mk, R), К", bror}. 
Буе, у” 分 别 为 和 7 上 的 线性 联络 .我 们 定义 597 上 的 
张 量 积 联络 V, 使 得 
ух(000) = (ухо) 0+ o (V0), ХЄС”(ТМ). 
它 的 曲率 张 量 为 
R(X, Y) (0090) =VxVr (0090) —VyVx(@Q20) 
一 Vixrr (060) 
= үх (үү) 690 t oOVIO} —Vr { Су хо) 60 + оу} 
—{бу%, rio) 690 + oNV, 0} 
= (үхүғо) 60+ (уго) @үх0 + (Vxo) у@ 
+оо (уух) — (VEVEL) 690 — (үхо)бәүғӨ 
— (Уго) Оу — оуу х0 — (Vx, no) 0 
一 DCOVir уз 
=В*(Х,Ү)Фб®@-+Ф@В* (X, Y)0, 
BH R(X, Y) (060) =R" (X,Y обе обв (Х,У) Ө, 
X, YEC” (TM), ос0° (Е), ӨС" (F). 
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#1 ИРЕ WEEL VOW = (УЛ уле, 


ФР). =E X fV, W yp W ТЕ V**—(V*)* 和 W**— 
(W*y*, Ж И ИСО 可 按 第 三 人 章 81 张 量 积 @ 来 定义 ， 

类 似 地 , 对 п, 维 实 向 量 空间 了 一 1,…，s 可 定义 张 量 积 丹 
QOF. MO” VVO GTGF GOGF 至 于 与 向 量 从 

r 个 s + 

相关 的 内 容 不 再 一 一 发 述 . 

@J6 设 MHxR 为 4 维 C" 流 形 履 上 的 C0" 平凡 线 从 ,在 MxR 
上 定义 线性 联络 为 

Vrf =4f (X) =Xf, FEC” (M, R), XEO” (ТМ). 

Ш, R(X, Y)f=VxVyf уух} үх, rf = (ХУ-ҮХ-1Х, 
Y]J)f=0, 读者 将 此 推广 到 M xR". 

例 7 设 V 为 n 维 0" 流 形 民 的 切 从 TM 上 的 线性 联络 ， 即 
V: C° (TM) x C*(C'H)y—-C (TM), (X, Y) S VxY, 满足 : 

(1) Vz ,x aF x Y = SiV x, Y + fsVx.,Y, fi f|.CcCOC° (M, R), Xis 
Xa, YEC” (TM); 

(2) Vx(AYi + У) = Ау уху, A, АСВ, X,Y., 
Y,CC=>(T H); 

(3) Vx(JY)=(Vxf)Y+fvzyY СВЕ), feC=C(TM), X, 
YEO™* (TM). . 

ШЖК ROTM) x C” (P M) x G2C(T M)—> O° CT М) H 

R(X,Y)Z=VxVyZ—V;VxZ—Vi(x,1Z = —R(Y, X)Z. 

РЕ V AKR T: CS (TM) x OS (T M)—> C (T М): 

T(X,Y)=vxyY—VyX—[X,Y]= —T(Y, X). 

设 PE 于 ,DZ Жр, X, с, X, AU LK С” Ж 
场 , 则 对 任何 XEC (TU), 有 
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х=р1рХх, fec=(U,R). 
i=l 


在 UV 上 由 公式 
X = >T; Xi, 
K =1 


T(X,, X) =D Ti X,, 


к=} 


R(X,, хох, УХ, 
k=1 
定义 了 DE Ti, Br ЄС” U, В) 如果 令 
CX X] => el X, сс" (0, В). 


i=l 


则 有 | 
引 理 2 (1) Ti = Tip Rbij=— Rija 
(2) Ті, = Гј. Гузеј; 


(3) Ri = УГ Г, Гу) + TH X; I" 


з=1 


л 

> \ 2: k 
i ‚С Ги. 

s=1 


, 


特别 地 ,如果 U О Й, Х,ар, iSl, e, n Ди 


r Э ; ` ЕА ` 
向 量 场 ， 则 22, эк |= 0, ch =0, 且 上 述 公式 就 成 为 
Ti = Гу»к— Гу, 
l S(T Tiri ishpa u 


&=1 
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证 明 (1) HDT aX =T; XU) = —T(X,, X) = 


it 


—2> Ti X H> Int XT, =R(X,, Ху) X, = —R(X;, X) X= 
К =1 


i=1 


— PIB, X, 推出 i = — Ti; 和 Ё = —Вїң. 
k=1 


(2) 由 2 ThX,=T(X, X)=Vx,X,—Vx,X,— [X Ху] 


£= 1 


= У! Cie Diei) Ху, 
i=l 


推出 
T= Г.Г} — ch. 
(3) 由 
У18!,,Х,=8(Х,,Х,)Х, 
k=1 


=Vx Vx; Xi Vx Vx, X Vix x X, 
SVa ах, -vad Dux) -Vs с?т x, 
` s= 1 s=1 2 8-1 12578 
=. TE DACX- SIT: STP X, 
з=1 k=1 з= == k=1 


— (XTIDX,— Ses, SU TX 
38=1 =] k=1 


一 | Dalis ГАГ) +X Ts, — X T"'*, 
k=1 \з=1 


一 oT lx 
Ж ШЕЛ. + 


定理 1 RX,- X, D рб РЕП LH Ce 基 向 量 场 ， 
onoi, ја) 0 E J O° 1ER, ЕИН o (X) =д}, 


Qi 一 .Tio ЖУ (он U 上 的 Ti; 因而 由 联络 VY 确定 ). 更 
进一步 ,@;; 由 曲率 张 量 表示 : Caran 结构 方程 


(1) бо; = So, Аюш + У Ti; Ло; 


8=1 2 <, 


(2) da; = Sonhos +> > Ві ьо Acos. 


8 = 1 J, K=1 


n 


证 明 (D 由 ( эр? толе, сх, х) 


Ns =] 


= D) {os Kos (X,) —o,(X,)o, (Х.)} 


8 =1 


+> S" T eo (XD OK) өх), (Ха) 


2 К 1 
= X T6061i— Гі) + 5 Ti (di8: — 8165) 
=, b=1 j, K=1 
= Га Гь (ЫТ) = Гы ГЬ ГЬ Га 
= Х(о,(Х)) – Х,(о;(Х,)) –о,([Х,, Х,]) 
= doi (Xi Ху) 
ЕҢ 4 % 5. 


R 
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2 1 


(2) 再 由 leno, ++ 5 воло), X,) 


= У! {Oil Xm) st (Xp — is (Xr) Osi (X m} 


з=1 


+1. 5 Ві. {wi (Rm) Oe (Хь) — (X,)o, (X ,)) 


3, К=1 
Уураа Буг улг | 
з 一 上 (т i=1 k=l і =} 
1 у] В!.(8455—9385) 
j, k=1 


=> TiT ті гав x, Г. Xr 
aml 


n 
3 ; . 
一 > Cmi ` ` 
8 =1 
п 
— i i k 
=X ml i Xa 一 ` ГҢе}ьд% 


k,s =1 


-x PT) -x ( Z reas ) 
=1 ТУ 


-人 гло. ых.) 

k=1 8 =1 
=X mlO (X) - Хь (о; (Xm) ә (LX, Ks) 
=d; (Xm Xa) 

推出 第 二 个 等 式 ， 井 | - 
细心 的 读者 自然 会 问 Vx7 只 对 X, YEOTMAL, ТІ 


Ух, Ху Ху, 了 EC”~(TD) 是 没有 定义 的 . 但 有 下 面 的 引 理 
。282 。 


引 理 3 Бу C ЕЛ E= (E, М, л, СІ (т, В), К", 8) 
上 的 线性 联络 , M An ЕС, ОСМЕ, X€ C" (T MH), 
OCO” (Е). Ж Х|„=0 K o|, = 0, (ухо) | =0. 

证 明 а) it Х|„=0, pEU. H E S ЗУЕВ 1， 可 以 构造 
J€C=C(M,R) (р) =0 M flu-v=1, fX = X, Н. 

(Vx) s = (V xo) = (Рухо)р = J (p) (Vx@) >= 0. 

(2) 同 理 , 24 |; = 0 时 ,由 fo = 0488] 

(ух®)»= (Vxfo)s= ((Xf)o+ ухо)» = (和 pop 

+ (р) (ухо), = 0+0=0. + 

定理 2 ZMH nÆ С" GOB, = E, М, л, С (т, R), К", 
Š) М Ей) С" 向量 从 

(1) 如 果 V A E БЕЗЕБ, Ev= 18,0, ло, С. (т, R), 
R”, 外 0} 为 在 U 上 的 限制 ( 它 是 UU 上 的 0” ТЕА), Hh А, = 
Е |. А 

ү”:С°(ТО)хО°(Е„)->О°(Ё„), 
(X, 2)-эухд, 

19 (VyG),= (ухо), HEU, ХЄС“”(ТМ),оЄО°(Е), ВЖ 
T рН) УСО, Х|, =Х |, ol, =G] y. Шу” др. 上 的 线 

(2) 反之 , 如果 存在 М LEF SE oR tU, аси) ША Ж U, 有 
一 个 所。 上 的 线性 联络 у?е, Нуе [опо =V [оао А” 

у:С°(ТМ)хО°(Е)->О°(Е), 
(X, 0)=Vx®, 

tE 16 Сухо)р= (у), 其 中 p8eU,, X, о 55 310) X, o 在 VU。 上 的 
ВЕ. Ду 为 6 上 的 线性 联络 ， 它 在 每 个 UV。 上 如 (1 诱导 出 的 线 
性 联络 恰 为 V”。 

证 明 (1) 由 引 理 3,v7 5 X, o 的 选取 无 关 ,， 因 此 , 定义 是 
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确切 的 ， 下 面具 证 VU 满足 线性 联络 的 条 件 (2)， 共 它 证 明 类 似 , 
设 fec”? (U, R), XEC”(TU), GEC” (ЕЁ), pEU. E рН SBER 
VCU 和 JEC” (M, R), XEC” (TM), оЄО” (E), EB fl =l, 
Xir=X|rnolr=0|r. 于是， | 

(750) = (Viro) = (fVxo) = С) (Vxo) =f (P) (V30), 


(2) 由 题 设 ，V 与 V。 HARER. M V” 为 线性 联络 , ЭЛП 
推出 VY 为 6 上 的 线性 联络 ， 闪 

2 IRV% nik O REM ERRER, (U, p), (zi) 和 
СИ, Ф), 10 1 ЭМ RBR А. 


ra hm? 
у» 之 Гэ; (1) 
定义 了 U 上 的 联络 系数 (Christoffel Ва) ГЇ), П 
©з а 
к рзд 


定义 了 下 上 的 联络 系数 Гу. 应 用 联络 的 三 个 条 件 ， 当 IF 闪 儿 
时 , 通过 简单 计算 得 到 

ә _ x< дт Әт? Әу” p 1) оу" 

T= D бара Dar 0) 


BHN, ААМ ОРЧ А ОРГ ETE E 
ЛОН Bp Й 本 中 的 一 组 函数 ГЇ, 使 得 在 任何 两 个 相 
交 的 局 部 坐标 邻 域 的 交 中 ,公式 (2) 成 立 ， 则 由 (1) 可 定义 
vis ATE U 中 得 到 了 一 个 线性 联络 v. 再 由 (2) 得 到 ,在 
UNV 中 ,，V”=V"， 所 以 它们 唯一 确定 了 TM 上 的 一 个 线性 
联络 . 


用 定义 1 定义 线性 联络 是 不 变 观 点 或 算 子 观点 ， 也 就 是 近代 
- 284. 


观点 的 方法 . 而 用 局 部 坐标 邻 域 的 开 复 盖 ,公式 (1)、(2) 定 义 线性 
联络 是 坐标 观点 ,也 就 是 古典 观点 的 方法 . 
ЕЛЕНЕ F, yl Vy" 为 Vy. 
引 理 4 12 (Е, М, л, GL(m, R), R”, 6} Жул ҖЕ С" 流 形 
M Eñ СО” Е А, VAE 的 线性 联络  ХЄС=(ТМ), 
wEC (E), PEM, Xp=0. Nj (ухо), = 0. 


证 明 100, p), {=} ур ААА А, Z= X X= Drak = 3 


FECU, R), }'(р=0(ї<ї<»). 选取 XiEC~(TM)， 
g'EC” (M, R), 使 得 X,| = 22 


Dzi 


E gl = Flr ЯРУ p 的 开 


bk. Ин SIE 3 ФР (Vzo) = (V x f o)p= 219: Ф) (V х,о) 


i=] 


=з о) Wro) = 了 10- (Vx. ‚@©)›=0. : +E 


3 引 理 5 i E= (8, М, л, Сі (т, R), К", 8) Ж n 3k О” Ж: 
МЕВ С° MTA, VA E EREK, XEC (TM), o€0" (Е), 
PEM, o С° Hik, о(а) =р, с' (а) = Хь, (ухо) X, 和 
wm(o(t)) 完 全 确定 , 且 它 与 切 于 X; BJ o MERER, 


证 明 Жир дуй ЧАКА (U, фр), dr), WET E MMEA 
(тж! (U), р). 5 


(vze)s=( v n Zex) 
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M 


Sa bi) X. Ыр) Ула! (юу a Хә» | 


1 ( i=1 


ара а 


心 


Ху» 


£= 0 


ъъ Ула) (V Худ» |, 


Н X, 和 w(o(t)) 完 全 确定 , LSF X, ËJ о RARER b 
与 切 于 X; 的 o ER). + 

定义 3 |5 2- (Е, М, л, Сі (т, R), К", €) 2 n $ С" { 
M 上 的 С" 向 量 从 ，V 为 皇上 的 线性 联络 ，er 为 到 中 的 C” ihik, 
Т(їу=о' (t), о(Ф)ЄЁ,„‹›, B. о) СЕ, ТЕ ЙЧ Pa 
AU, g), {2 中 和 从 图 卡 C(x (U), y) Ф, Z 


TO= Ула) (25), 900 EO Хо, 则 定义 
i=l j=l 


(Vro) (= УВ Xr) OO Pat) (Va Xen |, 
ј=1 Әг" 


容易 验证 它 与 局 部 坐标 系 的 选取 无 关 , 注意 其 中 X ,= 0 (е). 
Ж Уго = 0, 则 称 o( 轧 是 沿 z 平 行 的 . 
如 果 二 为 时 的 切 从 且 Vz7 =0,# о 为 一 条 测 地 线 ， 如 果 一 
条 测 地 线 不 是 任何 测 地 线 的 真 限 制 , 则 称 它 为 最 大 的 测 地 线 ， 
定理 3 iZ V 2 n ЕС°{ ЖМ 的 切 从 TM 上 的 线性 联 
#&. o:La,b]->M У) С" ЩЕ, Т =о', WIER YET oca M, fE 
o ЕВЕ YGO)CT, М, ERY (0) =Ү, YORT t 
©" 类 的 , ВУС) o 是 平行 的 . 
证 明 = о (а) АУЛ А (О, Ф), {xz} 中 , 设 
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V 225= УГ, (0) =2(0(2)), 


т) 000) = Dr) YOSE OGE) 


则 


YC) 沿 o 平行 


(ДҮ? | d: 2 
30=YrY= > lat (=) r5 r (9235), | 


Zoli) 
9 


аү* - ь dz 
аг 2з ГЪ ГЕ (дук), 


Sh Уу гү, k=l, eon 《向 量 的 平移 方程 ) 


因为 初始 条 件 了 (a) =Y 确定 了 4 个 初始 值 Y'(a)， 由 线性 常 
微分 方程 组 解 的 存在 和 唯一 性 定理 ， 以 及 利用 延 拓 的 方法 可 以 得 
到 沿 o 平行 的 唯一 的 C" 向 量 场 Y(t).。 #* 

注 3 对 于 一 般 的 О" RRA ЄВ, o, 类似 地 存在 c 上 的 
了 瞧 一 的 一 个 o(t)SE, o, ER ola) =o, o()35 t E О” 的 , 且 
w(t) 沿 о 是 平行 的 . 

推论 1 在 局 部 坐标 系 (D, p), (zt) 中 ， 

с 为 测 地 线 


з da dz! р g 
=б=үү = Df uot =< шой riaa) 


ese + Ent a, кар mapu 
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定理 4 Шуай O> ИК МД) JA T M 上 的 线性 联络 . 
PEM, ХЄТМ. MM PEE ВАА АВ: оо), IE 
得 c(0) = р,а' (0) = X. 

证 明 (U, Фф), (z!) 为 p B ARERR. ER pU) = 
ба", е") [а <) #1 ф(р)=0. HW X 可 表示 为 


оза. : 
X= 2а (==), а‘єВ. 


我 们 考察 常 微分 方程 组 : 
dz’ 


женет 


Z= > Dia, e az zi (kn) 


(21, eee, а 21, 562%), о (0, e, 0;al,.... an). 

с, K Е 0<0,<0, ОСКЕ оо, {Б {8% ЕЖЕН 
Е (а, ее 78а, 649) а «а, Jz | 二 下 ,i 二 1,…, n) h #8 
是 Lipschitz 条 件 . 从 党 微分 方程 组 解 的 存在 性 和 唯一 性 定理 得 
到 :存在 常数 b 220 和 0 函数 r(t), ж'(Ф),1<с1<л, |£ | <b, 使 得 


а) # Оша) (<i=<a, [+|<b); 


иеа -> Г Ce), 6, а") аа) а) 


(<<, lt] <b); 
(2) (2' (0), +-+, х0); z! (0), +t, 2"(0))—= (0, +, 03 a°, +. any; 
(3) |#*(4@)|<с,,|%(@Ф)|<К (1<з<п,|#|<Ь,); 
(4) z(t) z (E) OSIS AEREA), (2)1и1(3) ЮЕ 
一 函数 组 . | 
这 就 证 明了 存在 一 条 满足 条 件 (0) = р, о' (0)=X й Мф 
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的 测 地 线 o(t)， 此 外 ， 任 何 两 条 这 样 的 测 地 线 在 =0 的 某 个 区 
间 内 是 重合 的 ， 从 (4 可 以 得 到 , 如 果 两 条 测 地 线 o, (2) (1EZ) 和 
о) СЄ) ЭЕ ELEA, MENE LNL ELEA. 于 
是 ,立即 得 到 定理 4 的 结论 | 

定理 5 Шул O° S EM W D) JN T M Е E 
络 . 则 

V=C+V(Bll xY =O0(X,Y)+VxY)2 T H 上 的 线性 联络 今 
C= 一 V 为 有 [上 的 0” 的 2 阶 协 变 向 量 值 张 量 场 ( 称 为 了 和 VY 的 
差 张 量 ). 

ШЕН (>) 因为 和 VV 为 TM 上 的 线性 联络 , 故 СОХ, ГУУ 
=WVx(fY)—Vvx(JY)=(Xf)Y+fVzY—(Xf)Y—fvxY-= f(VxY 
一 VxY) =fO(X,Y), kk C XTY Æ 07 (M, RER. CF X 
为 C“ (М, В) EE E PRI. 

(=) 因为 V 为 TM 上 的 线性 联络 ，C 为 履 上 的 0” 的 2 阶 

协 变 向 量 值 张 量 场 , 故 

Vz(JY)=O(X, fY)+Vx>(fY) =fO(X,Y)+fv/Y+(Xf)Y 
=(Xf)Y+fÇxY. | 
BI V 满足 线性 联络 的 条 件 (3)， 至 于 条 件 (1) (2) 是 明显 的 ， 这 就 
ERT EHTM БЕРЕК. + 

定理 6 E V n V 25 a 8k C° йж й Атм 上 的 线性 
联络 ,C= 了 一 V 为 益 张 量 ， 令 


S(X,Y) =+[C(X,Y)+C(Y, DIGH), 

A(X,Y) =>[0(X,Y) 一 C(Y, D ER). 
H| (1) 2А(Х, Y)=T(X, Y)—T(X,Y), 其 中 T,T 分 别 为 V N 
BU bes Bn; 
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(2) (a) 联络 立 和 V АНГА Wb СОНА) Ө (b) xH 
AI Х,С(Х, Х) =05(с) 5 =06(40)6С = А; 

(3) ф#=уөТ=Т 且 它 们 有 相同 的 测 地 线 . 

证 明 (1) V(X, У) – Р(Х, У) =VIY— VrX— [LX, 下 一 
VrY + VrX+[X, У] (уху ух) — (VrX—VrX)= О(Х, Y) 
—О‹(Ү,Х)=2А(‹(Х,Ү). ` 

(2) (=>) Жо 9) Х, 的 测 地 线 ，o (0)=X,, XE 
©°(ТМ),ҢХ\|„=о'. W 

С(Хр, X.) = С(0' (0), 0 (0)) =С(Х, X)| =(ÑxzX —VxX)p 
= (7,07 3,0") |a =0—0=0. 

(а) <= (О) X, C (X, X) =0, Ж 

V, '— V.o” = C(g', o!) = 0, 
Qe o= W, o, 
Fe o= 0€5v,. o! = 0, 
即 志和 VY 有 相同 的 测 地 线 . 
=>) 由 (5) O(X,X)=0 得 到 


S(X,X) – [o(x, X)+0(X, X)]=0. 


Т, ЯТУ X,Y A 


0=S(X +Y, X + Y)=8(X, Х)+5(Х, У)-+5(Ү, X) 
+8(Y,Y)=28(X,Y), 

S(X,Y)=0, W S=0. 

()<=(е)4 28=0, ie С(Х, X) =+[C(X, X)+0(X, X)] 
=S(X, X) =0. | 

(OS) AAC, Y) +С(Ү, X) =28(X,Y), НЕ S(X, 
Y)=0=@C(X,Y)= —C(Y, X)SC(X, Y) = 二 [CCEKE， y) — OlY, 
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X)]=4(X, Y), BC =A: ` 

(3) (=). 

(=) Н p= TeVIryY—VryX—[X, Y] sVxY —VyX— [X, 
ҮЈӘС(Х,Ү) = ух =VrX—vyX=C(Y, X), 

V 和 V 有 相同 的 测 地 线 舍 S03C(X, 了 ) = –0О(Ү, X), 
WO0=C(X,Y)=VzxY—VxY,BIV = V. + 

定理 7 设 V 为 0" 流 形 旭 的 切 从 TM 上 的 线性 联络 ， 则 存在 


唯一 的 线性 联络 V(Vz 了 =Vx7 —--Т(Х,Ү)), 它 和 VV 有 相同 的 测 
地 线 (参数 相同 ), B Boka =o, 
证 明 因为 5 为 TM 上 的 线性 联络 和 一 地 7T(X,Y) 为 有 上 的 


0 的 2 阶 协 变 向 量 值 张 量 场 ,根据 定理 5, у у 2 7Тм E 
的 线性 联络 ， 由 CC(X, X) = ТХ, X) =0 知 六 和 VV 有 相同 的 
测 地 线 (参数 相同 )， 此 外 ,TP(X,Y) =5x 了 一 VyX 一 [X,Y] ==VxY 
Х,У) VX ОУ, X)—[X,Y1= (уау -vr X—[X, 


ҮЈ) -ТОХ,Ү) =Т(Х,Ү) -Т(Х,Ү) 0, 17-0. 

由 定理 6(3), ЖТМ_ ЕН РЯЛ ЖЕШКЕ V, 入 ,它们 都 与 V 
有 相同 的 测 地 线 ( 参 数 相同 ) 且 撕 张 量 万 =7,==0, 则 了 1 二 5:， 这 就 
证 明了 唯一 性 ，” + 

注 4 定理 5、6、7 给 出 了 从 已 知 联络 V 构造 所 需 的 新 的 联 
Ж\). . | 

但 是 , 必须 指出 的 是 Y 不 是 2 阶 协 变 向 量 值 张 量 场 ， 如 选 fe 
С°СМ,В),Х, ҮЄС°ТМ, {#(Х})У 50, Шук (Ү)=(ХБУҮ+ 
/ухҮзе]үухУ. | 

注 5 ЯС“ ДС ЈМ ЕСЕ ЛА E БШК v яр 
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a 


UEN TARE Ek Yang-Mills ТЕЁ YM(V). YM 的 临界 点 称 为 
Yang-Mills В. ж + Yang-Mills 场 可 参阅 [Freed， 了 D. 5. апа 
Uhlenbeck, K. K. ] 和 [Lawson,H.B. 1. 


83 Levi-Civita 联络 


it V A n 维 0" 流 形 以 的 切 从 TM 上 的 线性 联络 ， 5 2 例 4 构 
造 了 余 切 从 T*M 上 的 线性 联络 ， 而 例 5 构造 了 切 从 TWH 的 张 量 从 
GTM 上 的 线性 联络 ， 为 方便 ， 将 这 联络 仍 记 为 YV。 现在 我 们 
用 另 一 方式 加 以 叙述 . $ 

V: CO"(TM) xC (7 一 CDM) 

(人 ,0 的 FV(X 0)=Vvx90. 

(1) Vaf= Xf, ]ЄС“(М,Е)=С°(®°%°Т М); 

(2) VY WTM ЕЗ ЕЮЧ&У#Щ,УЄО”(ТМ)=О°=(%@!°. 
ТМ); 

(3) (ç:z:0)(Y)= X0(Y)—Ü0(VxY), ӨЄС°(Т* M) = 
ОТ M), YEC” (TM) =O“ (QTM); 

(4) (VxO) (Wis, У, н, Y) =V OW a W,; У, 


Y) >10(W;, , Wiis ух, Wiri е, W,; Y, +, Y.) 
i=l 


| — S00(W,, eW, Yee, Yii УхҮ;, Ү;.1, 6Ү,), 
ї=1 


0CO=(S@r:m M), WEC (T* M) =0° (бд%® M), YEC (TM) = 
CQT М). 
WAR Ç ВЕД, 我 们 先 定 义 收 缩 映 射 , 
EALL е) Ж п 维 实 向 量 空间 下 的 基 ，{e 寻 为 其 对 偶 基 ， 
天 * 为 了 的 对 偶 空 间 ， 定 义 收 缩 映 射 
Сі: тр)" 11у, 
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ERAAN Er, t= l,e, r—1, ҮЄР, j= 1, “u s~l, 


(СӨ) (|, e V,- SY, е, У,_,) = D0(W,,…, W,_,, e*, 


b= 
Waes W,- Зу, 9, Y,- »еһ Y; Y s= |). 
引 理 1 С} Б{е,}, {e*} 的 选取 无 关 . 


证 明 设 {2}, {8 疏 为 易 一 组 对 个 基 , B 2, = УЛ се, ә 
Sabes, Wl 


k=1 
n 
... ah . 5 
> 0(W,, 5 Ls е, W,, °... Wpis Y,, ..., Y; Chs 
h=1 


Ү,, ..., Ү,-1) 


n n 
= 00W; л, Ddie’, -Wi;, W,_,; Y,, tets У,_, 
ъ= 1 1 


che Y; Y...) 
t= 1 
=>] (> oia POPs „Ж. е“, W, ..., Wp; Y,, з, 
k,t=1 Nh 


Yis е,, Y;, °"... Ү,_,) 


=>) SLOW i,e Wi, es, W:s °°", W,_,; Y., ..., У; 1, Ets 


к,ї=1 


Ү,, е, Y.) 
Ү,. Ls бї, 


=> 0(W,, ee Wine", Wist, Wpis Ү,,- , 
b= 


Yi, Yp). + 
注 1 可 以 证 明 


CICR Х,У...) 
=W,(X) Х.Х ӘХ, 
这 会 式 也 可 作为 0 的 定义 . 
此 外 ， 关于 О} 6 的 分 量 有 
(CFO ит = (030) (еї, 1, езеш, е.) 


— І li- k 1; бу-у ° 
= > Ө (е ‚бө, ент её ен, ену ед, ет Crs 


Emys "t's Cm,- 9; 
1, Ji 126 vlr 
04; тар" 


引 理 2 (1) Vyf EOC” (M, Р) =0°(®Q" TM), VrYEC" (TM) 
=C (© М), V0E0C”(O"” TM)， 其 中 feE0”* (M, R), Х,ҮЄ 
О°(ТМ),@ЄС° (QTM); 

(2) VV 为 的 ”了 TM 上 的 线性 联络 ; 

(3) Vx:C%(ATT*' М) ——>0°(АТт* М), ҖБО”(Л'Т* M) 为 
TM ER r О“ N Ж; 

(4) Vx(+n)=Vx0+Vxn, 0, NEC (QTM); 

(5) Vx(0@n)=(Vx09)@n+ @б©ухт, OECO TH), 
nEC (QTM) 

С); 
(6) Vra} = (уха) ЛЕ+оаЛСу х6), «ЕС (CAT*M), 
ВЕС"(лт*М); 

(7) VxeOy 一 CjoVx， 

ШЕН (1) VxfEC*(M, R) =0° (QTM), VxYEO“ (TM) 
=C%(G MD) 是 显然 的 ， 因 为 对 任何 EC (M, BRDA 

(Vx0) (JY) =X0(fY)—0(Vx(fY)) =(Xf)j0(Y) + fX0(Y) 
—0((Xf)Y-+ ЈУХУ) =f(X0(Y)—0(VxY)) =ј(ұхӨ) (У), 
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(VrO (И, з, Wiis fW., Wirit Pa Y., Ya) 
=Vx(0(W,, ©, Wiis fW: | ЖИ ety WY ,Ys Y,)) 


i— l 
-DOW ye, Wiis Va Wis Из, е, Wi- FW И; у,» 
= 1 


全 Yit, Yo) 
—8 (Wi, Wii VfW), Wirot W, Yate, Ү,) 
一 >; OW ists Wiis TW, Wisis es Ил, ух, 


l=i+1 


Ws nets W, У,, ©, Y.) 
—>0(W,, `... Wiis fW,, W izis ә W,; Ү,, eY 3-1 VxY js 
ј=1 


了 
一 fVxO)( 丽 有 -有 了) 十 (下 让 和 WY 
Y) (XHW, W. Y... Y.) 
=f (Vx0) (И, Y... Y). 
类 似 可 得 到 
(VOW iste, W ;Y i, Ру, ЈР Y i Ys) 

= Руд) СИ, WS Yi, Y.) 
关于 加 法 的 线性 性 是 明显 的 , 因此, Vx9E0(@"TM). 

(2) Ih § 2 例 4 和 V 为 有 M 上 的 线性 联络 , 下面 可 验证 
C%(T M) xC” (OTM) (OTM), (X,0)y—V+x0(m,s>1) 
为 线性 联络 、 从 定义 , 显然 Vx6 X: РХ ССМ, ВВЕ, 关于 
9 是 R 线 性 的 ， 剩 下 须 证 的 是 对 任何 /ЄО” СИ, В), 

(Vx(f0)) Wi, з, Ж; Yu e, Fa) 

=Vx(/0(W ,, ЗУ, У,„)) 


一 > f0(W,, АЕНА ЕЗЕРО: 
i=l 
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一 > f0(W,,-:-, WY охунун" Ye). 
j=1 


=((X POf CW W ,;Y i, Ya), 
即 vx(7J0)=(Xf)94 fv 9. 
(3) 由 6&C”(A72* 形 ) 的 反 称 性 和 Vx0 的 定义 立即 有 Vx0E 
Ce(ArT+ М). 
(4) 由 Vx9 的 定义 . 
(5) 当 7= 一 0 或 s=0 时 ,公式 显然 成 立 . 
34 >, 82>1 时 ,有 
(VORN (И, ++, И, WV, Wa Yi. Y, Yi, 了) 
=Vx(0(W,,:---, У, Yn (WW, РЎ, Y.)) 


—2>10(W,, ee Wiis Vx Wi Иен W,;Y i, ө, Ү,)· 
1=1 ` 
nW, a Wa Ү,, … Y.) 

— > 10(W,, °... W,;Y,, ee, Fi- VxY is 了 7+1 9 Ya)’ 
nW, -ety Wa, МАР! Y.) 

ЦИ | 加 _ 

— >19(W,, tmy W, Ү,, +, Y.) ‘7 (CW,, И Ух x» 
к= 1 
Жуз, к, Wa Y,, ``. Y,) 

— У10(,, e, Wa Y i, Y.) n (W i, У, Ў» 
[= 1 


Vx, Y,’ “*, Y,) 
= ((Vx0) C0n 十 OVN) (Wirt Wy W., 3 ЙҮ, Yas 
Y, ety Ё,), 


名 9500007) = Сухб)®т-+0®уухт. 
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(6) ух(аЛВ) = у ЕЛА G «®8)) 


= (1 1) c20) 


= 


X1C—1'vx (a 0)" 


=t ECD Vzla)" 


ris! 


之 (C—1)“((VzG)@ P +a@ v rp)" 


TI 


EC DUDDA 


>1(—1)'@®у+8)' 


=a TI 


= (Уха) ЛЕ +аЛ(ух 8). 
(7) 设 {ex} 为 T 有 的 局 部 0" 基 向 量 场 ，{e*} 为 其 对 偶 基 向 量 
场 ， 因 为 
(ухе) (е) = Xe* (e,) —e*(Vxei) 
= Хде“ (Vs aen е) 


一 一 6 (> a"v,.e,)= - (> а" Ге! ) 
т т, 
= – УЈа" Гід! = = а" Гм, 
M.t 
\\хе*= — S lan tu et, 


mt 


又 因 V xex= Ух" еһе = Уа" Гі, ke > 4 


m,i 
DJW, e, 环 ,- Vxe”, И, …， Wrote Y;a ks 
k 
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Y;, е, Ү,-|) 


一 一 >; amsa 0(W , , Wi- e,r, W,- Yi, en Fii Eks 


km, 1 


Ү,, e Y...) 


SOW, W; е“, Ү;, МА W,.;Y i, Yj-1, ухе 
k 


Y;, neey Ү,-1) 


= У) a™ I mI С |, ++, Wiis et, т, е, ИУ, Ү,-\, 


Lm, k 

ep 了 ip Ү,-\), 

DOW, =, Wi- Vret, Wis ee, Wris Yis tts Y i-is Eps 
k 


Yj, Ys) H0W itte, W,_,, e", W,, e, Wpis Ypes 
Y5- Vxez, Y ;, Ө, Y, 2] 
=0. 


Ojok Wais Wpis Yis ttt Y 4) 


=> (Vx) Wists Wiis e*, Wais t Waai Yis tts Eps 
k 


Y;, `... Ү,_,) 
一 (Vx°C;0) (W,, °... Wpis Ү,, °... Ү,-1) 


+ > [OCW i, t Wt, Ve, Wist We? Yis tts Y; 15 ers 
k 


Y; Ys-1) А 
HOW stt И; еб, Wis tts W, Yi ttt Руа хер 
Yiee, Үз-1)] 
= (Va Cj (И, +, W, Yi, Уз) +0 
= (МС; (Wi, Wa- Yi У), 
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О}°ух=ух°С}. C E | 

定义 2 设 (M,9)= (М, (у) т H С°Кіетаппй К, Е 
TM 上 的 线性 联络 VV 还 满足 : 

(4) БКТ ==0, 即 对 任何 X,YEO*(TM)， 

T(X,Y)=vxY—vyX—[X,Y]=0; 

(5) JHE X, Y, ZEO™ (TH), 

ZX, Y)=(V:X,Y)-+<(X, VY). 
ШКУ СМ, 9) =(М, <, >) 上 的 了 Riemann 联络 或 Levi-Civita 
联络 . | 

引 理 3 (D n # O” И МАУЫ ТМ 上 的 线性 联络 Y 满 足 
了 =0 全 对 任何 局 部 坐标 系 {z9j, Г, = 厂 4;( 称 为 对 称 联络 ); 

(2) (a) п ЕС" МАТ М БАЗ уйа ZX, 
Y>=<Vz2X, Y>) +<X,V:Y)}, X, Y, ZEC” (TM) (b) 对 任何 ZE 
С”(ТМ), V;g= 0 8 VI =0( 20) $ 2 和 86 бу) (e) 对 任何 
局 部 坐标 系 {z9, 有 | 


P= e Tu eat, ¿,J,k=1,: 


I=1 


合 (d) 平 行 移动 下 保持 内 积 不 变 , 

证 明 (1) ЕХ, YEC” (TM), T(X,Y)=VxY—VrX— 
[X,Y]=0 傅 对 任何 局 部 坐标 Z {r}, 

V_.2 二 一 


25T- Vaza- lsa E rth- р) 20 
ei; =i i 1 J, k=l, en 
(2) (аә (ЕХ, Y, ZCC” (T H), 
Z(X,Y>=<(XVzX,Y>--<X,VzY> 
= (Vzg)(X,Y)—V;(g(X,Y))—g(VzX,Y)—g(X,VszY)=0, ВІ 
Vz9=0 p; Vg = 0, 
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(а) (с) 对 任何 和 ,了 ,ZEO (ТМ), 
2‹Х,Үу=<у„Х,УУ+‹Х,у,Ё) 
人 系 {x'}, 有 


ea) ( 9222055 дт) К ‚ V2 РЕЗ 


әз = apura ri, i,j, k=1, 


设 X(t)= > (Озо Y= 50058, 5 为 沿 C 曲线 


ol(t) 的 关于 t 的 0” 切 向 量 场 ,0 (i) = > ЖЭ: 29 „фа (0) 0000) 
的 坐标 。 如 果 关 (2) 和 了 (1) 沿 平行 , 则 


a 
арз Г Ca а =0 


сар г}, ъ= 
于 是 , 平行 移动 下 保持 内 积 不 变 , 即 XX(2), 了 (1)》 二 常数 仿 
асо (7 gisa'b ) 


4.7=1 


d 
=s s= 2913 мыз +> д3“ z да з улул gua 


i: j=1 i: j=1 
= s 0915 мы 5 gi 5 Ti, at \Ь? 

2 di É + d 

š, j=1 i, j=1 k,1=1 
п ШЕ, dr" 

— i J 1 
>, gisa (> Гі, d b ) 
i jJ=1 k.i=l 
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= > ‚ы жеу (1) 


k.i- j= L р=1 


<> h = эг sat >» i J), k=1, 


t=1 


кй, (<) Ш. 
(全 ) 对 任何 国定 点 p€ M, Ж о IË oc (0) =p, 0'(0) = 
Ё і 
dr! dr” y { 
N r E) _% =(0,-,0, 1,0,-..,0), a(0) = (0,.…, 0, 1 


<—s. 


+0), DCO) = (0, +, 0, 1,0,2,0), HRA ODR 


Miz TAEDA ‚ i,j k=1, + 


定理 1 (Riemann 流 形 基本 定理 ) {єп 0" Кіетапп Ж 
{M,g9)=(M, <, >) EFEE— py Riemann gkg. 

证 明 1( 不 变 观 点 ) 

(唯一 性 ) 设 V (И, 9) = (М, 7) 的 Riemann 联 络 , 则 

Х‹У,ЖУ+Ү‹&®,Ху—(‹Х,Үу)у=‹бухуҮ,ЖУ-‹Ү,\үЙУ 

+‹Уу2,Х»+‹®7,ууХ›—‹\у„Х,У»›—‹Х,у„Ү)=‹\уу,7) 

+Y, LX, ZD) +<LY, Z], X>+<Z,VrY>--(Z,TY, X], 

2(VxY,Zy= XXY,Z>+Y(Z, X>—Z(X,Y>—¿Y, [X , Z]> 

—&Х,[Ү,2]у)—‹7,[Ү,Х]) . І (2) 
О (2) 式 对 任何 ZKEC (ТМ) 成 立 ， 故 它 唯 一 确定 了 VYE 
С°(ТМ), СМ, 9) =(М,<,>) ЕЖ Кіетапп 2% — МЕ 60. 

(存在 性 ) 为 了 证 明 Riemann 联络 的 存在 性 ， 自 然 应 从 (2) 
УНДА Уху СЪЕМ БЕН). НАЕМЕ, 通过 (2) 式 
作 简 单 的 计算 可 知 V 满足 线性 联络 的 三 个 条 件 ， 此 外 ,由 
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2(ухҮ—у,Х—[Х, YJ, йу={Х‹(Ү, Z)+Y<Z, Xy —Z(X, 
Үў—‹Ү,[Х,2])—‹Х, [Y, ZI) —<Z,[Y, Х])}-{У‹Х, Z+ 
X(Z,Yy—Z<XY, X)—<X, LY, Z]y—<Y, [X,Z])—<Z,[X,Y])}— 
XTX, Y], Z5=0 
和 

XXV IX, Y5>y+2XV;,Y, X= {2 IX, Y>5>+ ХҮ, Z>—Y Z, X> 

—(X,[Z,YJy—(Z,[X,Y]>—¿(Y,[X,Z1y) + (240, X> + 

Y(X,Z>— ХХА, Ү) —<Ү,[2, X]>—<Z,[Y, X]>— <X, LF» 

2])} =2Z(X,Y> 
推出 Vv 满足 Riemann 联 络 的 条 件 (4) 和 (5). 

证 明 2 (ERWA) 


设 {z9 和 {gy 站 为 PE 用 的 局 部 坐标 系 ，94s= (Rn 2 Ja 


Š ИЕ Jz! Әг" 
2 gu =ó, re > gye 


= 35 Осу", Diog =, o 307 р 
1,8= = 1 


V эз” = SF, Fr 


ksl 


„М 1 Z kr 29.5 20: 200) 
(唯一 性 ) 2 2-4 (+, дт” 


=H- 3a" (Wari го) 
+=1 [=l 1=1 


+ >19" (oi, + Уланг) 
r=i i=l t=1 
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+ D” (Zouti нги) 
r=l 


1=1 1-1 
= y+ Ti) STE, 


这 就 证 明 T Tis Mii Riemann 联络 完全 由 gu 及 其 偏 导 数 确 
д, н Riemann 度量 g ХЕ. 


3 ь 1 z "(225 Igri a) 
EDE гь De (04-505 SE) 


cya 9ў g 90, 
TF: = 5 rE (22 g л. +S __ a ) 
MT = Ta, Га = Гу, 且 通 过 计算 得 到 


_ Jart Әз? ә)" 六 Iri ду” 
Га >: 89 Jy Әш®1 рэа Әх? 


Əga ‚де Әд 
S Ti, + yogurt kj =? >= = It эл) 


4=1 lal 


1 < Z IJss | дв Әдь; 
++ >a Dor” (GEEZ 204) 


T=1 3=l1 
Әй PECCAS – 54) 
=» 12% (22 +z Ox? 
1 мы 8 ©з CLES -22 ) 
+ 2 zag ЕТШ Әх! Әг" 


— 1 20206-2 p 593 Yog __ 99. Sw)+3( 99:3 _ дд _ Sa) 
2 \ 2z* Әг? 24 9а" Әх! Әг! 
29:3 
Әх*` 
于 是 , Г, 确定 的 线性 联络 满足 Riemann 联络 的 五 个 条 件 . 
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9) 


证 明 3 参阅 $ 6 12. + 
E2 对称 联络 不 一 定 是 Riemann 联络 ， Blan, MEYA 
(到 ,9 上 的 Riemann 8:25, 117—0. 4 Ç= v --C, ЖС 为 TM 
上 的 C0” 的 2 阶 对 称 协 变 向 量 值 张 量 场 , 且 C0, 故 ssV， 但 根 
据 §2 定 理 6, A(X,Y)=—[C(X,Y) —C(Y,X))=0 和 T(X,Y) 


=Т(Х,Ү)-+2А(Х,Ү)=<0-+0=<20, 
定义 3 设 V 为 n 维 0”Riemann šëÉE(H,g)= (М, X,>) E 
H Riemann 联络 ,我们 称 TM 上 的 (0, 4) С" F E; K Ar 
Riemann-Christoffel 曲率 张 量 , 其 中 天 为 ， 
K(X, X,, X,, X) 
=X, R(X;, X.) I, X,, X,, X,, Х,СО°(ТМ). 
引 理 4 j X, X, Ха, X,CC%>(T M), Ш 
(1) R(X,, X.) RTs R(T, X.) X. T R(X.,, X,) X, =0(Bian- 
chi 第 一 恒等式 ); 
K(Xis X,, Хз, X) K(X, X; X,, X.) 
TK(X,, Xa, Xa X.) =0; 
(2) K(X, X2, Хз, XI) = -К(Х,, X,, Ts, X.); 
(3) K(X,,X,, Ха, Xs) = КОХ, X,, Xo Ха); 
(4) K(X, Х,, Xy, X) =-К(Х,, Xp Xp Xo). 
证 明 (1) R(X,, X.) X: +- R(X,, X. X, + P (X,, Хз) X, 
= үх, Ух, Х, Ух, Ух, Х, Vr x Хз Vx, Vr, X, 
—Vx,Vx,X, —Vix,x Xt Vr Vr, VaV X r 
Vixa x AXi = ух, (Ух, X; —Vx,X>) 
—Vix,,x1X t Vx, (Vx Xi Vk AX) — Vr. Xe 
T+Vx,(VxX;—Vx,X i) —Vrx,, x Хз 
=Vx,[X2, Хз] ух, x1 X + Vr, (СХ, X J) 
- 304 。 


Ухх X2 tV LXi X] —Vix,,x,1X3 
=[X i, [X,, X] +[X,, [ Xs, X ]] 
+[X, [X,, X.]]=0. 
K(X,, ХХ, Xs, X) + K(X,, Xi, X, Xd 
+K(X,, X, Ke, Хз) =<X R(X;, X. X, R(X,, Ks) Xs 
-+R(X,, Хз) XO = XX,,0>=0. 
(2) K(X,, Xos Хз, X) + K(X,, Х,, Хз, X,) 
=<(X,,R(X,;, X.) XƏ +<Х,, (Хг, X.) X > 
= (Xi Vx Vx X: -Ух,Ух, ХХ Ухх, Хә? 
TX p ух Уух, Xi i—Vx VzXi—VIx,xaX 2 
={«Х,, VxVx Ха) +X; Vx Vx X 2 — (X I, Vx Vx, Хә? 
— (Xz, Vx Vx.X D)— {CX ухх К) 
十 《如 2 VixexaX 2) = X,X KX ,, Xy XXX Хз) 
—[X,, X] (Xi, X =0. 
《3) H R(X, X) =—R(X , X.) f l. 
《4) 由 (D(C2)(3) 得 到 
Фф=К(Х\,,Х,,Хә,Х,)+К(Х,,‚Х,ә‚Х‹,‚Х,›) 
+КЕК‹Х,,Х,,Х,,Х)—К(Х,,Х5,Х,,Х,) 
—K(X, Xa, Xi, X.) — K(X;, X, X;, X.) 
— K(Xs, KX, Х,, X.) КОХ, Xp X;, Xa) 
—K (Xz, X, X, X) +К(Х,, Xi Xa Хз) 
+К(Х,, Xo Ха, X.) + K(X , Xs, Xi Xo) 
=2K(X,, X2, Хз, X) —2K (Xs, Xe Xi Xo), 
K(X,, X,, Хз, X) =K (Xss Xa X,, Х,). Ж 
51325 设 {X;} 为 局 部 坐标 邻 域 中 的 С" 基 向 量 场 , Kir 
=K(X,, Xj Xx, X) WI 
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п 
(1) Kim: > lg Riru; 
8 = 1 


(2) Kiga = – Куш, Казы =— Kisir Кон = Кын 
Ri В, + Riis=0, | 
Кы F Ki j F K i | =0. 
证 明 (1) Kiyst= K(X Xi, Xr X) =X R(Xe, Ki)X)) 


=<Х;, > R X > = > g Bu. 
s=1 s=1 ` 


(2) 分 别 由 引 理 4 的 (2)(3) ЯТІ). H 
引 理 6 iZ X, ҮЄТ,М, (х, Хә, Y)—<X, Y> 0H] X, 
Y 线性 无 关 , 它们 张 成 2 ЖЕШ XY. 4 


K(X,Y, X,Y) 
<X, ХУСУ, Y> Х,У)” 


则 E(X, Y)=K(aX+bY,cX+4Y),ad—box0 КЫК XY 
的 基 的 选取 无 关 . 

证 明 由 a 对 十 bY #le X+ dY 张 成 的 平行 四 边 形 面积 平方 为 
aX+bY,aXtbY etdar, eX+ary— (aX+bY, cX-T dYy: 


K(X,Y)= 


b 2 
° M СКХ, Xy XY, Yy— <Х,У)?). HIH 5|EE 4 得 到 


K(aX+bY,cX+4Y,aX-+bY,c X+4Y) 
=<aX--bY,R(aX-+bY,cX+dY)(ceX--dY)> 
=<aX--bY,(ad—bco)R(X,Y)(cX +dY)> 


-| 
|е d 


-| b 
“je a 


+be<Y, R(X, Y) X) +bd<Y, R(X, Y)Y>} 
е 306 » 


ZaX--bY,R(X,Y)(cX+dY)5 


(ae<X,R(X,Y)X>+ad(X,R(X,Y)Y>5 


а 


2 а b 2 
¿X, R(X, n= | K(X,Y, X,Y) 
с 


b 
d d| 


Ж K(aX+bY,cX+dY)= 


K(aX-bY,cX+dY,aX-+bY,cX+dY) 
<аХ +6Y, aX +6Y5 (cX rar Yc X КДУ) «ах +ЪҮ,сХ үу? 


а А K(X,Y, X,Y) 

cd 
定义 4 在 引 理 6 中 ,定义 由 线性 无 关 的 向 量 互 , YET, M 张 

WAJ 2 维 平面 XY 的 (Riemann) 截 曲率 为 


ROPE D = Ty 
它 不 仅 依赖 于 点 PEM, 而 且 也 依赖 于 平面 Y. 

定理 2 СОМ, ,)) X ni С" Riemann gë, WO) (M, 
《,)) 具 有 党 Riemann RAR 6( 每 点 处 的 任何 截 曲 率 为 c) es (2) 
К=еКуез(3) 对 任何 X, Х,, XE (TM), ҖЕ(Х,, Х,) Хз 
一 cfKXs X5X,— (X, ХХ). Дир 

К.х, Xa Xo X) = (Xi, ХХ, ХХ, ХаХа, Ху) 

《显然 K, 满足 引 理 HRT K 的 4 个 条 件 ). 

证 明 (1)(02) 由 


,(ХӮ) — K(X, X2, Х,, X2) 


(XI, XXn Ka — Xr X 
<X,, ХХ, X, <Х,, X22310 得 到 K (X,, X,, X,, X.) = 
cK (Xi, X., Xi, Ха), Xi, Xi (X, Ха) — (X i, XY NO. 
HAKK Ж BL D| BB 4 89 4 4" Ж A MAER X, X > 
<Х,, ХХ, Х у= 0 ОХ, =X: R X,+= AX )1D PBK SZ. 
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с, 


АЛЕН К=сК,, 2 &=К—еК,, 则 对 任何 Xi, Xo CCTM), 
S(X,, Xa Ху, X,)=0. TÆ, ЖА Xi, X, Х.СО°(ТМ), 
有 
0=S(X,, Xo+ Х,,‚Х,,Х,+Х,)=65(Хү,Х»,Х,,Х,) 
+S(KXK,, Ky, Xi, X.) =28(Х,, X,, X,, Ху), 
即 S(X,, X,, X,, X4) =0. 
进一步 , 从 上 式 得 到 , 对 任何 Xis Х,, Хз, X,C€C%>”(T M), A 
0=5(Х\,-- Ху, X,, Xi Xa, Fi) = S(X,, X,, Ks, X.) 
+S(X,, Xo Xi, X =S(X,, X,, Xs, ГА) 
—S(X,, X., Xa Хз), 
SXi X, X, X2=8S(X,, Х,, X, Хз). 
用 Хз, X, X; EE X,, Хз, X, 得 到 
S(X,, X,, Хз, Х,) 
=&8(X,, Xa, Xa X2), Xi, Xa Ху, Х.ЄС°(ТМ), 
由 上 可 推出 ,对 任何 X,, X,, Xos ХСС" (TM). 
38(X,, Xa Ху, X) =8S(X,, Xa Ху, X) 
+5(Х,, Xa Xa X.) + S(X,, Xa Хь, Хз) =0, 
S(X;,, Xa Хз, X.) =0, 
НП K—cK,=0, K=cK.. 
(2)=>(3) 因为 
Ks, R(X,, X.) X> = K(X,, Хз, X, X,) 
=cK,(X,, Хз, Xi, Xo) 
=c (X, , XD Хз, Xd — (Xs, X > <X;, X>) 
=<XX,,c(<X;, Х,У ХХ, хХ›х,}, 
AGES Х.Е) 
R(X,, X.) Xs=c (<X,;, Х,УХ,—‹(Хз,Х,УХ,»}. 
• 308 • 


К(Х,У, X, Y) 
(X, (У, РУХ, YY 


__ XRX, YY) 
X XY, YX, Yy 


l — 
e<X, Y, PX- XY 0 а 


СХ, ХУСУ, Y>- <X, Y> 
+3 容易 验证 ， 
(H, X,>) АЖ Ж Riemann W MiRe > kiri = (7:97:53 Iegi). 
下 面 我 们 给 出 几 个 常 Riemann 截 曲 率 的 十 典 例子 . 
1 设 {z9 为 Euclid 空间 R° 上 的 通常 的 整体 坐标 系 , g = 
> 5 R" 上 上 的 通常 的 C” Riemann 度量 , ИП 


3 ; з 9 
u= (gg) 8 х,у (узш; an Loa) 


(3)=>(1) R(XY) = 


= 5lad", 
£=1 
则 由 公式 Ph= 570" (名 + 一 但 到 Pt, = 
т= 1 
9 ~< ә _ 
Vagar 2—0, 


VxY = "(5 5)= уо), 
特别 当 o 为 C” ihk, X=0' (НЫ, 


уа ҳар 3 ҳай (000)) _д_ 
у= 0000) a 01 f Эш 


j=l 了 一 1 


如 果 0 为 坐标 曲线 5, 则 有 


e 309 + 


显然 , 向 量 的 平移 方程 为 


2 ‚ 
б = , J = 1, өп, үш) = ys 3» b: 为 常数 (2=1, ..", 
п). НВА 7у EA 
72, 了 ; ` 
б =0, 1 =0# FHB j=l, +, n, 


即 测 地 线 为 上 ”中 的 直线 . 


J h, o = dz:, o= N rio =0, Cartan 结构 方程 两 边 全 为 


k=l 
0. aaor т saam ютс» 由 
3 9 9 
Rt, тЇ? 25 2) LE р 
> i= = эск V L V az V z V ar 
Ə 
— v =0 
[sz :5]9=* 
А А 9 д 
或 从 B= DT ГГ.) +з я — 5 1: 得 到 
Ri =0. 从 而 
ш 9 оу 9 |ү чулк S 
R(X,Y)Z=— R(X mt > > 2, 
~ inj ә ƏN2 _ 
= 2 OiR (az з27) = K 
iJ] k=1 
K(X1, X2 Хз, X.) =<Х,, R(Xs, X.) X) = XX ,0>=0, 


人 K(X,Y, X,Y) — 
ВОЮ) к ҮЗ ү ү X,Y 


由 于 (R",《,)) 的 Riemann #193) 0, 故 称 它 为 平坦 空间 . 


A2 i le эт.) ЄВ" 


>= <— 外 其 中 c<0 


1=1 ` 
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AEI. X= iSl en 这 里 {zi} 为 至 "的 通常 的 坐标 . 
在 M 上 定义 Riemann 度量 #=‹,»5 
< є 4 
=<X;, X>= ь4=1+ > >1+4(-4)=0, 


9(X, 4 ех, Dex) Sla a'b! 4,8} 


i j=i 


RCM, д) = (М, <, >) ADH 2 ЇР] өз, Poincare 空间 . 
ВТЕ ЗЕТЕ ВЯ СМ, 0) = (М, < 》) 具 有 人 负 常 Riemann 截 曲 率 c- 


1 Ai ij i 
H gi = 0 知 g'i= А03. 


AH i,j,k ER t, 则 ruego (Hee 2.) 
3 r 


н, 9020, 0927470, ун 90б —0, 因而 Ti, =0. 
ЕЯ дё; 
如 果 i j 不 相同 , WI 
Гі, = гуе" (St 2ш) 


21; ть 


1 
_ l /eg Ән _ 2u) 834 O, 
=й (5 + Эт, ar) (480-25 
=LA —2А- —= 8% 
2 a 24 7 т?® )= 2А? 


99, Jri sa) 
ri _ 1 jr f _ Әф: 
н г (22 дг +z, It, 


• зії ё 


l аж а). ez, 


т^ V Әз, / 24° 


ea pi = L Sgir (20 геч _ эш 
还 有 Ги= 5\9 Эт, + Эз, Эт, 


= g“ Eii д0 __ геч 
2 да ат; даң 
1 
ав) en 
T, Га = Гу -Fp Г = Её), Ture). 


i z s š 3 aor, агі 
和 


= (> rare үк Г PI +I; 一 ГГ 
зт. 


Drim агы ar | 
ГГ Jz, TA 


_ cz, cz,N , сә; cz cz; 
-Daa a a a 
(e ez; -su -(- 5 CT; 

2A/\ 2A 


ez. {сту 
424) &—%4)_ 


3 天 1 
с с сд 
т) (a =s Sa 
e с v 
= p 一 = 让 (天 让， 
В(Х,Х у= Xo RX, KDX) 


(Ka X XX; X — X, AX 


(Xs BIR X.) SRi: 
k=1 — kzl А 
1 1 1 
А АЗ А* 


= Ri, = ?= (i=). 

我 们 可 进一步 证 明 M 具有 负 常 Riemann RiR с. 2 e, = 
АХ, Ше, е) = (АХ, АХ уу = AŽ} =ò), Ш{е,} Ж TM 的 规范 
正 交 基 . 设 x 为 pEM 的 任 一 2 REN, {fi 户 } 为 的 规范 正 交 
Ж. НР РЭА, s Р), ERD T.M 的 规范 正 交 基 ， 则 
ЖЕЛЕЗЕ ВЫ Е Ў. ез, i 一 1,…,n. 因 为 (UX,LY)= 让 (UX， 


UY>as = BX, Рав = (X, 7》， 因 此 ， 如 果 作 正 交 变 换 U: M — 
MM, 则 Vro-'p=0U;To-'sM>TpM， 它 保持 切 空间 的 内 积 不 变 ， 由 
此 得 到 相应 的 联络 系数 .Riemann 联络 是 一 致 的 , 故 
-~ ~ AN AN 
Rf: Р) =R,(Ue, е») =Ё›-1,(е, е;)=Ёу-®%,(АХ, АХ) 
AN 
=Ry-' (X: Х,) = с. 
下 面 我 们 利用 公式 来 直接 进行 计算 ， 由 于 
07009, рая уи 

1, ¿= J, 
0, i=j, 


з= ды, g = Ain =) 


我 们 有 


x L tr/ 295. War Mas) 
了 一 2 2 Әг; + дт; дг, 


= — BA (Grist sri— za) 


. 3135 ° 


2 Г} — 9 = ГЇ) с а ду Öst — Š, 0:325 


Jy" Эд! 2 Әх" 4 
e 9 gr; Ó, r — — rit, 
十 > 577 i j 
__ K дыдку + д»зб — OOps | С дььд!; ó Ó iU Ok is 
2 A 2 A 


2 
++ (дыл, +Ó, ; 2) біз) 2—9 (дету t Ó. Tk — Ârts) 


Ly 
2 і 


з= р0б8 дад) 
+ (Ge r дуа — дазва) ть С “дут, TO, re ду.) TL 
=E L dda 600) {112 51224 L (6. дал 0з, 
Д: с ljVsk — Ik j 4 - ') 4 ЕЕ sktl 2 
атта Уггі, S TuT) 

t 
“Бр (ди Foz — Oz,) 


e (ÔsrTı Hsr — Örs) — (д,ь®; +Ó, Z дт) 
° CHEF 十 OZ 一 Gezs)] 


= 5 р Ôt: — Ösp) Tj t T (ur ónt), 
1 - 
Hy (деби 9) Di |, 


8 Ə a s 8 
sgal uo = Гі; +2107 Г.Г Г) 


== = (д1;8,ь— д„д„,) , 


. 314. 


=K(2 2 а а\_ 
Kim = (22, Эт,” Jar ,3 )= 229: ы 
= Улан e (uda Pa) L L (biði Sude) 


=5=6(@{ь014—— 90391), 
再 根据 注 3 得 到 WH 具有 人 负 常 Riemann RHE c. 


п 1 
例 3 VW M- (r—(m, = та) ЄВ": | D ri =c), с2>0, . 


I: M— В" 为 包含 映射 ,为 计算 РСМ 的 Riemann 截 曲 率 , 不 妨 
设 7 的 第 n+1 个 坐标 大 于 0， 并 选取 南极 投影 得 到 局 部 坐标 系 
(wu ., ш}, 由 第 一 章 $ 1 例 3， 有 


| — 2 
рт!їшәш=| —©© 2ean _ 02м) Zm) . 
ct ot c+ 


设 R"! 的 标准 Riemann 度量 为 9， 则 NH 的 诱导 Riemann 度量 
g= I* ç, 则 


(фї!)*°1*й= (e; о Slds, Qiz, | 


п 2сйи, Acu; uusii 
= 0—9 2 
i=1\C D3 (et Dy 


2cda. 4си, 2o u du, 
б) _ i 2 5 


40V Хийн, 40/7 2шшйщ 
— ~a 
(Эзу ° Fa) 
j j | 


° 315 ° 


пуя Хб Odu; С сау y (=) 


16c? >u 
у уб 
16с' — КРЗ ‚йи; 站 (на, ) 


(зы) 


40° 4 с 40,624 
=—— > н;Сб©йи; == с 2 2 5 0.60 Vis 
i - (155229) i 


S 


@( udu, )+ | (Z uydu, )®( >u, du; ) | 


其 中 ms, 
类 似 例 2 中 方法 2 的 计算 ,有 
u= iði а= “дуу, Tt, 和 Rb. 与 例 2 形式 相同 ， 
Кы = (Orð бады) = (даду 90). 
А | C 
因此 , M 的 Riemann # h зн. 


如 果 选 {71， е, zn} 为 p 的 局 部 坐标 ， 为 方便 ， ЖУ =1, 则 


之 2.02; 


Zn+l 1-5, dtn = — 223 ‚Ж ФТ "т, әш) = 


+1 
V1_ SY 
(z, "tto Ens 1— 12°), 于 是 
£—=1 


(ф!)*°1*й=(ф-!)*°1* (Fincas) 


i=1 
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Шү (72: “= J (—; У бї; ее 


«йг, Dizit DEn Rdz. 


n+l Ф дъ 


ії = 1 š >; 


n+l 


因为 9= У) й {к R! E ER, i A (g71)* o 199 ШЕ 
Ж, B. 
(gu) =I,-+P'P, rh Т, A n ҮН, P= 1 


n+l 


(21, өө, 
Za). 
设 (gt) = Ent AP P, W| H 
(1. tAP'P)(I + P'P) =1,+(А+1)Р'Р+АР'РР'Р 
=I,-+[AG + PP')+1]JP'P=TI,, 
Ж 4(1 十 PP') 二 1 一 0 即 
A= 一 1 1 Zn 


7—14 pp 4 n nti 2н 
ІҒРР 1 | 


于 是 ， 
(gi) = (д;;—а{х,), 


r [29 +293. = 
k k СУјг CJi 
=+ >s (92. тәк, Эх, 
kr Т, 
= 21 (+ А) аа (0 д) 
2 Í Ху 
“дг, б чаг )| 


=l Sg" | бел дыт bagi) L жылан | дон Ебишг\ 
то=1 


4 
Tnt n+l Tai 2+1 
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(ze тух, | длу д, | 


Tari Thri 


= 10-а, аат ) 


+1 & вчт 


L.G, aat but 2) 


小 


д. 

1 2 Tif; 
=-—\4—®7 Dtr (ôu +—; 
Жа +1 PAN 


r =1 


“n 


1 
-元 | (8. + ке ) 
Tni 


(дь,8,;,—д,,дь угш + биа, Z + ór T 21 
一 sH Lj sO kg 


Tia 


MOETET 十 Gikrze2y 十 GeO 


2 
Жа +1 


J 2211)1.1ь_ 21.1301 

4 — 

Taal Enti 

(8, Ó, 一 G， д, 1) быту t Óy z zi — бз®®— GEZEI 
= 817 sUkrj 


. Тї, 
1 ) С + 22а ) 


> 0 Tiru = |а Q + 


t 


pT 22, Ñ| 
— СЕ - a 3 yaz, (ðu + 5 t ) 
+1 Tati 


= Dr, Ts K — 8,8.) 


ЖА +1 


Ó, 2 7; F O 2 7, — бш, — Ô, Tef; 


+ 


7 
Tn + 


° 318 ° 


К 1,Z,— TZ Z T 
+—— = (Ó, Z Z, — Or zr) 
n+l 


П 2 N РА ‚ 
2020501052, > | — Ó; 2.7, > 2? EL 2 T 


+ _ 4 Ш: 


2 
+1 


(Ó,;jm rz, — Ó, 2.7) (1 zr? +1) 


2 
Tn+l 


= (д\;хжьх, — rts) 4 


= Ó, 2 T. — k, r Z, 
‚2 А 
Аң +1 


Rs =-5— 


э Boga ГЫГА) 


Ó, Z z; T бьух,ж,—бйь®л — 8,2,2, 
= (0,,;;— —бє„бь;) 十 БАр k; ізо Ей j ` 一 


ЖА + 
др, Orist 
+ Tiai - 
= бу, (5 + ==) у—.. Q +222 y 
2541 n+l 
К == > 9. В $ кі = Хи (sgp) = 9: 915—939 11» 
paa 
这 就 证 明了 形 王 4z 一 (zi e z a ER Pat -ile Riemann 
(=: ) 


截 曲率 为 1. 
为 一 证 法 参阅 $4 例 5. 
例 4 我 们 考虑 常 负 曲率 的 双 昌 空间 的 另 一 例子 ， 设 


| 
H” = {2 = (2, ... » Tnt1) ЄВ". Vr —&%+1 =—1, zxn+1 > 0) 


1 t =1 
上 


l 
pu RH", 


Vx T 
(21, оба, лә Jaza), 
i=l 


。319 。 


则 微分 构造 的 基 儿 ' = {(Н", p) ЕЕ f — n EO ОМ, 
急 )， 记 ZT:H"->R"+! 为 包含 映射 ， ESS dz; dz; —dr,,. Din 


为 2 阶 0" 对 称 协 变 张 量 场 , 令 9 一 六 5. 
则 


(ф-!)*°]*ў:= Ddr; бх, dtr Ritu 
t=1 


п ú 2 | 
= 5(1- zi Уеа 一 УНУ дт, йт, 
i=l п+1 Tnt 


x =. 
i2 


(Tis МА £n). 


(9:3) =I,—P'P= Q 一 2 y, P= 
Thn+1/ Pati 


根据 线性 代数 中 行列 式 的 性 质 知 ， 
det (Al — (1,—P’'P))=det[ (4—1)1,+P’'P] 


n . 
2 1 2 
— n + T 5 125 
i=l 


2 
Tn+!1 


=(4—1)"! m 


—%,1-+ 2123 
` £=1 1 
有 特征 值 为 1, °... 1, 一 > = 5 
їз +1 Tnt 
定 的 ,9 二 7*5 确实 为 H" 的 Riemann 度量 ， 
4 (g'i) =1,+АР'Р, W 
I,=(I,—P'PX(I,+AP'P)=I,+(A—1)P'P—AC(PP')P'P 
=I, +[A(1—PP')—1]P'P, 
AG—PP')—1= 0, 


. 因 此 ， (g, ) SE JE 


_ 1 _ 1 авн 一 
TPP =, , mD 
С > у 221 > 1 
{ет nt] i=1 


(g'3) = (ó, tæk PP) = (ðt Z Z;), 
+ 320» 


AnP 
Ti ct 


_ 1 Ет E о (лі. Ə /Yr 22.) (GS z) 
С 7219 | ах; are) JT; TAE + 92, Lyi 


_ 1 5 7 Е 2211, Zj irti FÓ; ;z, L 2х{®ух„ 


r: = +> (522-3 +29» Iir _ a) 
' 2 


z 4 
Wn+l Ti+ Zari Tarl 


рада Pra _ Ут (Ót aa) (ae: ¿Z r, _ буш, а.) 


ati Tnr! 7 一 1 Ж Tati 


в 
5 ) > | 2 
Ti 1132р х? Ó, Z, Tr 


= š — j 4+ r=l r=l 
Ti+ Tiri 2441 ti 
л. л 
ауа, (1+ Da) 1+ >12? 
= 4 r= 0,0651 200760 ть, 
n+! Tanri Tiri 


ie = = G 了 kj t > (uru It, 1) 
Ə 211525 ó ) 9 ЖЕЕ T. 
= ——— z, | — Zs is Ó кї 
Әх*\ zi, ” U JaN т? кта 


п 
/ 
Z Ç r Z, z 
+ > паев) 


i=l n+l 


一 -~ (O67s —0,0,,) 


8,232, утих, дут; —0;02;2,— Ó, z; z, — — Ó, Zm; 
+ 2? 
+1 


п 
qp 21221,(21,) ——2,2;2,(221,) 十 ZTETse 0.03011, Ула 


4 t 
Жа+1 Tati =L 
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Zx T Tr. 26430146 
Е — s 
nii 


КОСТУ 0.51, 5 12 + Ó 


Ó, Z z, — —Ók 2 Z, 
T, 


t=1 


8 ó Селата бела | Ok 2 Z; — бдь®ь27, 
= — (Ó, ; ks б» в) 十 
zi кё 


бать 12 上 (Suzrszs 一 6uzira) 


Thri 


= — (6,04 — ojr01s) ёки далат; 


Erai 


n 
K ijn = > 9::Нђы 
s =1 


Ttl 


б, СЕ 一 2121 + б д» — 2 )| 


= > gis Ör g. t 01404) = — (41091: —919), 


这 就 证 明了 五 "的 Riemann AKA — 1. 
例 5 设 М = {к= (zi, tty TAER” | 2,220) 2 E >É 2 ja], 


ЕЕ бб) 十 Örs 2 030,523 | А 
s=1 | 


=> 


п 5; , 
g= > dz 8dr; J= 27 9% = 210,3 
ni=1 * 
则 


上 _1 < kr 20-302 Agus) 
i 219 Әх; Әх, 2х, 


ai пө, (2280082808. 2800 


3 
Tn 


° 322 ° 


= ;—(д„дь—д GirGjn 一 Gri6 in), 


е, Г зе, Г = 1—(дд„—д,,8„,—8д„д,, 


+ (8,8.,—8,;8,.—8,8,)8,] = 去 [一 (Ó, 6,,—Ó, Ó, ) дь 
+ (Ó,;Ó,, —Ó,,ó;,) ды], 
Уг гыг) 
LS а 0,0. — sn) (дһ. — deen — in) 
Za — 
—(дьб,„—д,„;дь„—д,д) (б, Dsn —д„,8,„—б„,д)7 
== (66, — 81st) + (дуб. — бды) б 
+ (8,8, —дьбь„)д„], 


ar ан, ,< sO pipa 
Ва = Г, етй t+ (ГГ Гі, Г) 
t=L 
1 
= (д„;б„,—8д,,бь„), 
Tan 
n : n 1 
Kije = 219.8 jki 一 21. (8,9, —@ 8.) 


= = (д8,,—дь,д,) 一 一 (9:ь9:: 9239.1), 
这 就 证 明了 М 的 Riemann 截 曲 率 为 1， 


$4 Riemann 正则 子 流 形 的 Riemann 联络 


СМ, <, >) A n t C Riemann W, M УМ) m ÆC Rie- 
mann 正则 子 访 形 ,Y 为 用 的 Riemann 联络 . 
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定理 1 Vk X, YCC (TM), YY 和 V(X， Y)2 ХУ 的 唯一 
的 切 分 量 和 法 分 量 (图 28); 

VxY=VrY+V(X,Y) 

(Gauss 公式 ) 

Ш (1) v Z) TJ 上 的 Riemann 
联络 ; 

(2) V ATM Е РА 
Bñ T M LED ВАС БЕ; 图 28 

G) R(X; Y)Z(X,Y, ЙЄС” (ТМ))ЩЕ— 分 解 为 切 分 量 和 法 
分 量 ， (X,Y)Z= 切 R(X,Y)Z++ 法 (X,Y)Z, 
其 中 

WRX, Y)Z=R(X,Y)Z+9 VVY, Z)— VyV (XK, Z)) 
《Gauss 曲率 方程 )， 

ВЁ(Х,У)й=Ү(Х, ууй)—У(У,ууй)—У([Х,У], Z)+ 


法 { V(Y,Z)— V YV (K, Z)) (Codazzi-Mainardi 方程 ). 
(4) V1:O"(T M) xC (T M:)— C (T M), 


(X, узу = А 
为 TM:+ 上 的 线性 联络 , 称 为 法 (从 ) 联 络 . 
XNI, Ne = ViN, ND HN, SN XEC TM), NN, 
NEC" (TM>), 
证 明 БМ HO ENTHE УНИ ХЄС-(Т Мулде M, 
可 以 选取 р 的 关于 悍 的 特殊 坐标 系 (Z p), (z), EREUNM h, 


x= >Z ser | Gi Хуа, "55, Йу СУРА, ВЕК р ВЈ, С 


UM ССМ, В), WE fle =l fli, 于是， 和 -四 Yo， 
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3 агане СЕН СХ 15-20), В. Ў.м = X. 
ТИВНУ RL V {ЕМ LE Се, ГЕ РЄМ, U, Ф), 


(21) 为 ? 的 特殊 坐标 系 , Сэ Spa Ña," 分别 为 M ЫЙ 


的 局 部 坐标 基 向 量 场 ， 而 区 | 55, | Ë IB 
3$1 引 理 4 可 以 得 到 上 的 0 规范 正 交 的 基 向 量 场 多 /,…, 多 ,使 得 
Z, lon = Z1, ‚ 2һ|спм = Zm 为 UNM 上 的 相应 的 С° ни 
的 基 向 量 场 ,而 Zma lvrna т, опи TUNM) 上 的 C" 的 规 
范 正 交 的 基 向 量 场 . 令 


X = > 4:Z;, Y= > u:Z;, 
i=1 1=1 


VZ, = >) 7:274; 
K =1 
mi | 
VY = Dau д, $ БЛ иб, 


{4,1=1 K=L 


VY = У) ((X н*) + 5 A' In ty} Ра; 


k=1 i, 4=1 


V(X, Y)= >) ($ A uini jz 
从 上 面 两 式 可 看 出 VxY ПУХ, Е U | M EJE: CH. 
(1).(2) 因 为 
ухх HVX tXna Y) = Vrot = V r Y+ VY 
= (уу Ууз Y) (V(X,, Y) -V(X,,Y)), 


VsaY +V (JX, У) = у= јуху =//{ухҮ-+У(Х,үҮ)}, 
° 325 ° 


У (И, +Y) +V(X, Y, +Y.) = у (ФУ) = VY+ V xY 
(ух VY) + (V(X, Y.) +V(X,Y,)), 
Va FY) +V (X, FY) = V(fY)=(X)Y +f VY 
=((XDY+fv<Y) + fV(X,Y) 
得 到 V 满足 线性 联络 的 3 个 条 件 和 下 为 向 量 值 的 C" 协 变 张 量 场 . 
又 因为 在 UP 上 有 
[X,Y]J=[X,Y]= Vrf- VY X= V IY— V X 
=(VzY—VyX)+IV(X,Y)—V(Y,X)). 
因此 ,V(X,Y) =V (Y, X) (对 称 ), 且 
T(X,Y)=VxyY—VyX—[X,Y]=0, 
ZCX, > 一 下 并, 了 > 一 《Ya 和 全 > 二 (和 VsY) 
=<Ẹ,X, Yy+ (X, V zF 
= (у ХА (у), РУХ, (у)! 
=<ү,Х, Y>+<X,Vz Y>, 
WH V үг Riemann 联络 的 条 件 (4) 和 (5). 由 $3 定理 1 中 的 唯 
一 性 ,V ECM, < i Riemann 联络， 
(3) ШЁ(Х,Ү)й= угуу у; ух уой 
= Va(VrZ +Y (Y, Z))— V r(VxZ+V (X, Z))— (уг 
+V([X, Y], Z)) 
= (угуу +V (X, ууй) + V xV (Y, 2)}— {VVZ +V (Y, VxZ) 
+ VV (X, 2)}— {Vix Zt V([X,Y1,Z)) 
=R(X,Y)Z+ YV (Y, 2) — VyV(X,Z) +V(X,Vy2) 
—V (Y, Vx2)—V ([X,Y], Z) 
{iH 
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WRX, Y)Z=R(X, Z+ VV, DV: V.D}, 
Р(Х, Y)Z= F(X, vzZ)—V (Y, vx*Z)—V([ X, YJ,Z) 
+I VV (Y, Z)— V yV(X,2)). 
(4) :满足 线性 联络 的 条 件 (1)、(2) 是 明显 的 ， 条 件 (3) 是 
因为 

VGM = (VUND = (XDNTIVAN)- = (Xf)N 
РОУ xN) 

=(XP)N + fçzN. 
现 证 最 后 的 等 式 ; 
(VEN I, МУМ, Vi Nd = (у ND) 1, ND (NI, 
(VxN2) > 

=(V rN, ND + Ny, V N. = ХМ, №). + 


+1 关于 Vv, уй, ] 运 算 的 合理 性 主要 根据 S 2 引 理 5 以 及 
M ЕЮ О” RB ХБ T: L ORX, ВЕ Х| = X. 

定义 1 (Й, р =, С, y) EM ARERR BE g= 7s5 称 
为 到 于 的 第 工 基本 形式 ,而 了 称 为 以 的 第 TI 基本 形式 , ДОН IM 
> Изв ШЫ. 

例 1 БММ п 1 维 0C"Riemann 正 则 子 流 形 ( 超 上 曲面 ， 
п223), 入 为 M 上 的 局 部 0" 单 位 法 向 量 场 ， 我 们 定义 Weingarten 
ИЕ | 

LX=VxN, XETAM. — 
HA 0= X(W, N)=X VN, N), # LX= V+INCT,M. DB 
出 荆 为 切 空间 上 的 线性 变换 . | 
如 果 Х,У, М 都 是 局 部 С°, 由 于 


«Ү(Х,ү),У/у=<ухҮ,Му=Х‹Ү,Му—‹Ү, VxN) 
=0—(Y,LX)=— LX,Y), 
所 以 ,V(X, 了 )= 一 KLX,Y 了 YN. Gauss 公式 成 为 
VrY=ViY LX, VN. 
同时 还 可 以 看 出 
V(X,Y)=V(Y, Х) ©<2Х,Үу=<Х, LY), 即 工 为 自 共 辊 线 
性 变换 ， 此 外 , 有 


АИ (У, 0) = — у (Пү, УМ) = – XLY, DN 
— LY, ZLX, 


-F V(X,Z)= у(х, ZYN) =-ҮЫХ, ZN (Х,У, 
V(X, ууй) = — LR, VOIN=CVrLE, МҮГХ, ZN, 
—V (Y, Vx2) = (ГҮ, уйуу =— (YrLY, DN+ XLY, ZyN, 
—V(T[X,YJ,Z)=¿(L[X,Y],ZyN. 
于 是 , Gauss 曲率 方程 为 

R(X, TZ=RX, Y)Z— {CLY, ZLX— LX, ЖУГУ}. 
Codazzi-Mainardi 方程 为 | | 

Ë RƏOX,Y)Z= —¿“(VrLY—VyLX—L[X,Y],ZyN. 


设 X, Y YTM 中 2 УЕЗ, BYM Bñ, (XYy 
А УЭЕ M MÄ Riemann ШЖ, WI 


R(XY)=<X, Ř(X,Y)Y) =X, 9) R(X,Y)Y> 
=(X,R(X,Y)Y>—<(XX,(LY,Y>LY>y+XX,(LX,Y>LYy 
=h,(XY)— KLX, XXLY,Yy— (LX, Y), 

ШП I 


Ë, CXY)=R,(XY)— (CLE, XX (LY,Yy— (LX, Y52) 
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例 2 ММ n-k Ж С° Riemann 正则 子 流 形 ， Ni, +, 


N, ЭТМЕ) СНЕ ЕА ЕН. 我 们 定义 天 个 
Weingarten 99: 


A k — 
LX=VxN;— ÈV xN NON,, ХЄТЬМ. 
$al 
类 似 例 RTE L 为 切 空间 上 的 线性 变换 , 日 Gauss 公式 成 为 
— k 
V xY =VxY +V(X,Y) = VxY — DL X,Y, DN 
j=1 


同时 还 可 看 出 
V (X, Y) =V (Y, PSX, Y>= (X, L; Y>, 
HH L; АЗЕРА, j=l 56, Е. 而 Gauss HEDRA 


| | 
P RCX, Y)Z=R(X,Y)Z— S, KLY, DL; X —<L;X, DLY}, 
j=i 
Codazzi—Mainardi 方程 为 


k 
法 R(X,Y)Z=— -È <VzL,Y—VrL;X—L;[X, Y], ZN; 


+ > |a, X, 2< YN,, №.) — LY, дб, м) 


8,j=1 \ 


N,. 
Riemann #Ë ih Ж R, (XY) S R,(XY)063: 8839 
Ro (XY) =R,(XY) — У(Х, KKLIY, FY — LX, Y), 
3=1 | 


其 中 XX, 了 为 2 维 平面 XY 中 的 规范 正 交 基 . 
例 3 在 例 1 中 , UEN A M Wo ARERI. {u 
и"-!} 为 型 的 局 部 坐标 系 ， Jij 一 "(эг =), L. ;= „0.323 
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=( V N, 2 = Ju’ (2, 221) ~ (N, [Е РЕЯ = —(N 


Vs)=—(N, СЕ 22) зрнца $ 3 从 引 理 8 到 引 理 9 


э, 3 ~ 9 Pr 25 )) 
ERRANA, Ju =з? Ур agg 1“! ( * gwu 
9 Se а. 
Jut N= >L Jut’ 
如 一 下 
9 L 9 
Te = a 
~ ә 9 2 9 
BH < < — 
则 (1) Va Ve Пэш, эш) 
n-i 
Ə 
=> PE; = r LN 
k=1 
ә ә n-i 、 J J п-1 
9) L..= / k — А 
п 1 -l ni n—1 п 1 
У" Lg = SL? (л) 
j=l =] kK=1 K=1 j=1 


= 这 Lt64 一 Lt， (9) A (gu) ИИЙ ER 


(3) Lu=( аат, 59р) бзш» a Li 


(4) Æ PEM Ж, 0 (L) 为 实 对 称 和 矩阵 ， 故 线性 变换 二 
Т„М->Т„М 的 特征 值 下 n—1 都 是 з. 

(5) #{ЗЖК„=К,-—-К„_, 为 下 在 点 处 的 Gauss 曲 率 ， 称 
万 = 下 汪汪 二 长 ,1 六 在 点 处 的 平均 曲率 ， 则 

Ko=K,.. 


"К. =det (LF) =Чеї(1,,,д7°) =det(L,;)* 
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det(L,;) 


дег( 42°) = , 
(g) det(gi;) 
n—1 
> Laug” 
H-E tKa, _Trace(L) _ Trace(L, gi) _ йу ‚ 
n—i n—i n—1 n—1 


例 4 ЖИЗ, M = R", W| 0, 
(1) Gauss 曲率 方程 的 坐标 形式 : 


=R(-2, 2 2 -V рә ә\үрә ура ә\,ә] 
0 -A ' Ju? в K Daun’ Fu ) ШЕТ, ( Гел? шт) er 
= а е „518, 一 Э = =l 
= УАФ, (L Lt — Ltt)} 9 ` - 
< li л ilj 24?” 
к =1 


Ег; =L; LE — LaL} 


7 k | 
或 Эг = + ET TE Tt ГЭ.) = Шаал, 
8 =1 


i, j,k, l =1, 0, n—1. 
(2) Codazzi-Mainardi 方程 的 坐标 形式 : 
0 
" -aal 155 ди?? эл) ба "аг ит )+ дуң La Ju’ 
энт) ~( Laa пож)" 
全 t +( Low дз? 2ч ОГ, 5% )—( ® Рэ 


La ƏL; 
592} N = 1-90 ЕГА Га SDi bu |N, 


k=1 
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Әр; ILa K лл . ; 
Sur P Г! Lat T ALa, i, j l=, nL 
| k=1 k=] 
Lir Li: 
(3) d С ы J= аш, 
一 ger ОЕ: лад) 
24? 
n— 1 n-i 
_ ь ər, ӘГ?, 
= 21% Ri; -一 2; „2. Ds 
+ Park TAT 
了 L; 
(4) ч | = LIL; — шид= gr Lai — L. Li) 
Li 2 
n=] 
g” L , kr or агі, 
< B; = -5v Pri дш дш) T 


n-i 
> nl 


8 一 


定理 2 (Gauss 定理 ) i$ M A M= 


n 一 1 维 C” Riemann 正则 子 流 形 ， 
的 第 1 基本 形式 完全 确定 ， 
П 基本 形式 无 关 . 


К" (п 为 奇数 ) 中 的 


W| 下 的 Gauss 曲率 Ke 由 M 
而 与 M 相对 于 它 的 外 围 空 间 ЕН 


BES gu (第 工 基本 形式 ) 


det(L,;) 
证 明 从 表面 上 看 , Ko 一 ie 
有 关 , X 1 L (E IL 基本 形式 ) 有 关 ， 但 如 果 应 用 行列 式 的 Lap- 
lace 展开 可 得 到 
__ Lix Li;i 
det (L) = >+ ba LA Ë 
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иса“ 
从 例 (3) 知 | 7 


Li, 


可 用 9;; 及 其 导数 (注意 本 可 用 9i; 及 其 


ЈЕ Ji 
导数 表示 ) 表 示 ， 所 以 , Ke 由 МАЯ ТЖ АЈКУЛА Е. F 
定理 3 i4 M Y M= Rz üJ) n— 1 ło“ Riemann iE Mi -T i 
№. Мр M ÉQ O> 单位 法 向 量 场 ， 即 N: M->8"- C R° 2) O” W 
射 ( 称 为 М 的 Gauss 映射 )， 则 
K,=detN,, 
其 中 NDS Т.М Тус" АЕ НИНЕ] АТ 2 jH]. 
证 明 Piu, uni) 导 的 局 部 坐标 系 , 则 
9 IN 


Neza Ju Dam \ JL <. LEN] Pur 
: — : = : J : , 
ƏN ә LiL! 2 
Niz- Iyn? Ls =] Эц"! 


Кос-деі(2): detN,, чї 

定理 4 W M A O — Rš WJ 2 M: C ЗЕ [и] ЖЕ 56 Riemann E 
ЎР СЕ. MFE pe М, 使 得 K. (p) >0. 

证 明 1 itr: АВ, (2) = (z, з) = |а|, T: M->R: 为 包含 
映射 . ДОК ЖОЕ М 上 的 连续 函数 rol БЕ КАРЕ МОК ЕКИ. 
Е R° 的 一 个 旋转 ( 正 交 变换 ), sJ PLE рез 轴 上 (不 改变 Gau- 
ss ЩЖ) N 为 于 上 的 C” 单位 法 向 量 场 .ca 为 M J BJ С" 曲线 ， 
с (0) = р, Гос (+) = (х!(Ф),х°*(Ф),х*(Ф))., AA 200) = тер) 2 


rol (0 (0) 222%), Ж $Z) =0. (Iso): (0) =T;,,,(0) = 
бт! ах? _ 


ОХ ЖЕНУ LHE TM 上 的 以 4 为 特征 值 的 单位 特征 


向 量 , 即 LX 二 VxN 一 AX, 如 果 1oo tE c (0) =p ЮГЕ X, BI X = 
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(Eeo) у амо) = (Ez eo), 20), 22 cy (090), 2e 
Сеа) (0) =Tr 0 = (®=(о),®=_(о),бе- (о) )—(®Е-(о), S 
(0), 0). 由 Gauss 公式 (X EmA (1о' о) (0), yx 理解 为 
Vaso ([oco)'| , 6) 

dix: gx? а?х? — y _ 

TEO р 0), ун 00)}= VX =VX LX, XN 

一 Vx 太一 MX， X>N =vxX— (0, 0,4), 


Сеи (0). 


А —тғ 


(RIDAR 4<0, MEZO >0， 对 充分 小 的 1t| #rat Ga) 


00) = 700): EE (0) +0009) Е 00) +о(0) |> 
0, 这 与 天 (0) 为 最 大 值 相 矛 盾 . 


K,>0,K,>0, FÆ, Ко(р) = К,К,20. 
证 明 2 如同 证 明 1,7of 在 ?EM 达 最 大 值 ,? 在” sh E. 设 
(w, uy 35 PEM 的 局 部 坐标 系 , (z' (0,0),z° (9, 0), z?’ (0, 0)) =P, А 
Әт Әх? Әт" 
2 anf ди Ju 
Ju? Ju? дш 


Әт Эх? Әх Jr’ 
Жыт O 0) 2100, 0) 0 Sur Sa 
=rank =rank 


Ir? дх! EL 
—(0, 0) 21200 0) 0 Эц? Ju? ‹,ф› 


推出 {z5， 友 为 了 的 局 部 坐标 系 、 令 (zy at, a= (m, 2, дб, 
г°)), M| g ZECO, 0) 达 最 大 值 , 故 32(0, 0) = 2% (0,0) =0, B. 
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I 


= ENI Əg V , { Әя V 
N 1 0 py /т+(2© (8) 
29 
0 í 29 
Jz? 
д 3 әд ә 


一 + 


0708) 


2° _ 2% КД 
L, N Әх!\дх! drior’ Әх! 
Ha N co 0 3 Ir Ir? м, да 
ава 39 
、 2z12z' ` Jra? 
(БЕ) m К.(р) : „э 2 <0, 
\ 2g _ 2 
2z1Əz° 2gz°2z°' (0) 
илкин ТАНЬ, РНИ 
9025,2) — 900, 0) => +, 02244-29. 00, 0)78 + (ah, z): 
2° og 
ar'igx!  дхт!дх? 


1 
To „1 ү2 232 
+o((z )“- (z 
эч 27 (z) (023) (z1)2) 
3ziax2z 2zr22z2' ‚о, 


99 2° 
2z'2z' д:!д{°* х} 
о 一 2 一 2 Í Н +o((zi)°+ (25)?)2>0, 
og dg 20 
2190? 22291?! 0) 


55900,0) ЖЕ КІН ЛЖ. H 
定理 5 设 歼 为 在 =BRs 的 2 维 C" 定 向 Riemann ТЕ Ш| + 
WE. Mj Gauss 曲率 和 Riemann 截 曲 率 相等 . 
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证 明 ЕХ, 了 ;为 TM 的 局 部 С° 规范 正 交 基 疝 量 场 . L 2) 
Weingavten 映射 


(x -( XY 
LX; Е 15 Lj, X; . 


则 


~N ~ -一 人 . А 
R(X: XÐ = ЕХ, X.) + LX ХЕХ), Xo LX , Хә) 
一 0 十 《再 X + LI X, X Iy XL, X HLX X.>— 


ГИ. 
сд холхо, XD =L (t= del T, ы )=ка, 
2 2 


Joh i= Dy RRA L= DL Xs Хуу= GX, Хуу = OX, 


ху = (X, 5 ух „у= 1А. + 
最 后 , 我 们 给 出 两 个 县 体 的 例子 . 
15 к", и=в"-(——\={в=(а',--, z") CR" 


57009" 1] ља фт, M x= V EN= S (276/72) 
n ә п _ ~ | 
2.) као Br ру e = V spa = 


VTX. 取 广 ,了 为 区 Y 平 面 上 的 规范 正 交 基 , 则 


Е,(ХҮ) = (XY) +((LX, XyXLY,Yy — (LX, Y) 
=0+{V е X, XX еу, УУ) c Х,У} = cE Riem- 
апп 截 曲率 c> 0). 
Ме 
Ka=det(L;)=4det .. = (Ас )"n—1, 
Ме 
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用 一 工 


人 人 人 
“н—Хтасе(їй ) ме ++ +a в _- 
n—1 n—1 


916 М = К", М = j= (z!, e g) ER" 


> (= 1 


"一 1 ИЕ, 则 LX=VxN= Vx( ITa) г) 


i=1 
n-i | 2 n-li ә п 3 
x : == 一 c 1 二 = і ы JE 
之 人 r) e а эг, НХ > эт. ETM 的 局 


部 规范 正 交 基 为 Xo t X... 9, 于 是 ， 


LX /Ve x, 
ІХ, JT Xa |, 
ә ә 
Lr 0/ axr 
Ме. 
Ka= det К _ =0, 
Мс 
0 
n—2 
— Mm n 
НММ e LO n—2 —. 
п— 1 п — 1 


注意 , М (п224) 不 是 常 Riemann 截 曲率 的 С" 流 形 ， 例 如 ; 
R(X Xa) = B(X X2) + KLX, ХОХ, Х,У 
CLX, Xy} =0+ {AT X., XAT Xa, Ху 
一 人 we X,, Х,У) =в;>0, 
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М 


Рр ,= КЕ ‚ Хуу Z, = y 
í э) "Xa (LX, ! © Jr” 
LS, DIREI X,, X0 55) МЕХ 
, Әх" l Тр › Эл" 19 


ә 2 
Әх" 
+1 对 07 hik o ЧЛЕ ВЕШТ Е(о), ВЕ Е РАНА 
ЖЕКА AMHER, 对 07 ШИРЕЛ M пр ВЕНЕ РА ЕСМ), 
RE БЕТЕ РА BU ВЕНА У С. J Hb, tt С” ЛАЛ. М 
N пруда Неа РА ЕСГ), Bë st TZ РЕНО ЗЕ КАЯ, TPE 
细 内 容 可 参阅 LEells, J.and Lemaire, L. J]. 


AN 
| =0%0= RÉ, X. 


55 іе L., Е div 和 Laplace WFA 

本 节 主 要 讨论 О” 向 量 场 的 散 度 和 0” 国 数 的 Laplace 及 其 
有 关 的 性 质 . | 

定义 1 设 了 为 2 维 实 调 量 空间 , OV AV ERCO, Dk 
量 的 爹 体 ， 对 于 V, ӨС09°У, K in QVR, 2,0001, 
001EV 为 由 2 确定 的 内 导数 ， 
注意 , 如 果 ОСО) = R, ж Уу i,0 一 0. 

引 理 1 (1) ikv, va 26И, 2ER, 0, 0), MI 

i lOt) =i bti, 1„(А90)= 51,0, 

和 | 

(2) Б осу, СЛУ *, n CA?V*, M GEA *, рл У*; 
H #,00Л7) = (2,0) Лт С 1) 7ӨЛС 2). 

(3) Б ос, ӨСЛ”У *, WJ; 20 0. 

证 明 (1) H, 的 定义 立即 推出 . 

(2) 由 8 的 肥 称 性 知 is0 也 其 有 有 反 称 性 ， 故 i.9EA'TV*, iE 
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A*-'y*， 对 ?应 用 归纳 法 可 证 

i OAM) = (2,0) Лт (IOA Gan). 

ERE, 34 Ё=1 ih B б (АЛ) = Абу CiA)An (1) °А 
Лбл). VR k=r—1 时 公式 成 立 ， 则 对 =r 时 公式 也 成 立 . 事 
实 上 , 由 ¿, 的 线性 性 , 只 须 证 

¿,((@,A+:A0.)An)=4,((0,A+:'A0..,)A(0,An)) 

4 (0А Ае а) АСВ.) + (1977160, А---ЛӨ, 1) Ai,(0,An) 
= iA А6, DABAN С 1)" 706, Л-- ЛӨ, ЛС, AT 


—6,.Л,п) 
= [2 ,00.Л--+А6,..,) Л, H (—1)" (OA ЛӨ, 1) л2,0.1Л27 
Ч С 1)" (ӨА AD Лі, ‚ 


= iA ЛӨ.) Ат HES DA +, AB. Л, 

(3) iBOOD) = od, юу, ++, D2) = 0(р,ю,ю,,* ++ ,л)==0, ЗЕ 

设 M A n Е СЕ, ХЄС"(ТМ), 5 

іх: С°ССТтМ) эб" (О TM), 

0-эї хө, Om (2х0),=іх,0, PEM, 

2х0= 0, ӨЄС°(ЛТ* М) = С°(М, В), 

irb (Xn Rs) =0(X, Ху, e, Xa-1), 0EC™ (A TM), 
Xen Xs- EC (TM). 由 第 三 Z13228 5 和 ЛГ 0E 
С°(#Т* М), 则 ix0EC™* CA IT*M). 

引 理 2 (1) Ў X,, X, XEC”(TM), fEC*(M, К), 0 
пес" (QTM), 则 

¿x(09+n)=¿x0+¿xn, іх(70) =}іхӨ, 

¿x x, іх, Біт, ¿x= fix; ` 

(2)& ХЄС°(ТМ), OEC” (Л"Т* М), пес" (AT*M), RixOE 
СА" M), утес (А T*M), Н, 

і х(ӨЛп) = (х0) Лт (1) "ЛС xn); 
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(3) Ж ХЄС-(тМ), ЄС" САТ М), WL :10—0. 
证 明 由 引 理 1 推 出 ， 直 
定义 2 HMH nt OHR, XEC TM), 4 
Lx: (QTM) >С" (QT M), 9-10. 
(1) Lxf=Xf, FEC" (M, R) =C" (QTM); 
(2) LxY=[X, Y], YEC” (TM) = С" (Q PTM); 
(3) (Lx0) (V)=X0(Y)—0([X, YJ)= ХӨ(Ү)—0(1Ё), 
GEC (T* Му=О°(6°® TM), YEC” (TM); 
(4) (Lx0) Way, Wp Yoye Y.) (ӨС, Ws Yi, 


e, Fa) DAW, И, LxW;, W... е, W,;VY,, А 
= 


多 


Ү,)-- У10(0,, --:, ИУ, е, Ү;_, ІҮ}, Yiri .... Ү,), Да 


j=1 
C° (QTM), WEC (T*M)=0"° (QTM), Ү,ЄС”(ТМ) = 
©°(®!'°ТМ), RRI L, 0 H0 X: F X H Lie 导数 ， 称 Lx 为 由 
X 确定 的 Lie 导数 . 

引 理 3 (1) LxfEC™*CM, R)=0° (Q TM}, LyYCC%>(T M) 
=C°>(G@ "p М), Ьу@ЄС”(®@'°Т M), 其 中 feC>=(M, R), X,YE 
C= (TM), 6EC” (QT М); 

(2) Lx; СЛТ H)— (A°T* М); 

(3) Lx(8+ n) =Lx0+ Len,0, NEC COTM); 

(4) LOON) = (Lx0)@n +0812, ЄС" (OTM), nE 
C(O TM) CEHE); 

(5) L<x(zAB)=(Lxa) AB аЛ, В, EC” (NT*M), PEC” 
(лт М); © 

(6) ЕС = Сі. 

ШЕВА (1)—(5) 101 $ 3 引 理 2 的 证 明 . 
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为 证 明 (6), 只 须 取 е*=@а*, e, = 


A. 
grr А» 


x 5) "(эг _ ( 55) 
(ErazD (52, хат (22) ач Les 


Г Ə J 
= ) k _ k m C е 
Xó; — їх рэс Эле s 
_ ôt 一 
dx (2752 зв) У n= Sir 


k да* 
Lyi = S'S 
x Bx! @х'. 


a: 
又 因 А [z 2 Әт!’ Әг = | => 70972, Ж 
ow lx °`" Wi-is Lx", Wi, с, W,- Y i, "> 


9 да* 
Ү;-а, aftoe- = 0 И, W... 
Jx! 3 > , , > 
dz', Wa =s Wag Yp us здо)» 


OCW +", Wi_1, dr, W,, **° sW’ Y; 


9 


Lig Yatt Y s-i) = -Dii ө, ... s И7;-1, 


dz", Wates W, Ynes Y; -2 Y, УТ»), 


ј-19 дг! , 


5 [0(W ,, ., W i-is Lgi, Wi, ©, W,_,; Y, 


k 
| F, 2 Y. oo YV )+0(W ... W d k 
У j-i> Jr’ j» y£ 5-1 F is , í-1 01 s 


9 
W,, `... W,-13 Y., °... Y-i, Lry Y p 1y Ys-)] =0. 
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再 类 似 于 8$3 S|EB 2 (DAA 0 = 01у. Ф 

注 1 由 [Gallot,S., Hulin Р. апа Lafontaine, J. , p37], 
Lx0 一 让 (好 的 |- 有 1х°б}Ө—=--(Фф?О$0)|, а= 03.2.0610) 1, 
= 0510. 

定理 1 БМ п С°, X€CC° (TM), M| L,= d° i x+ 
ixo8， 即 对 任何 o€C%(A*sT* M), H Lyo= (doiry+ ix°d)O, 

证 明 如 果 feC=>(M,R)=C%(G@T M), WJ 
(doixtixod)f=dlixf)+ix(df)=0+4f(X)=Xf=Lzrf, 
х= йіх хой = і хой. | 

如 果 осо” (А°Т* M), WI 

Ci rodo)( Xise X.) =irldo) (X X) =doX, X, X.) 


хос Х.)) +P (—1)!t3t1o ([X, X,], Х, Xen 
d=1 
tamol 


+ 10-1, lX, Xi," Х,, e, X.) + S, (tta 


i<j 
([X,, X;], X, X, с, Х,, , Ê; ..., X.) | 


= (Гохо) (X, ++, Х,), 
ixod=Lx—doix, 
Lx=doix+t+ixed. Ф. | 
定义 3 RMA nA ERDRE, О AM 上 的 处 处 非 0 
йу п С" 微分 形式 (由 定向 . 仿 紧 , 这 样 的 如 总 存在 ), CERAM 
的 体积 元 素 , XEC (TM). А 
LxQ = (divX)8Q, 


Ж div X€C=(M, DKA C” 切 向 量 场 X ATEB жж Оу 
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Ж. 特别 地 , ИЕ Q — dV УУМ Riemann ER g 确定 的 体积 
ER (hle Aet) (e, ел) = 150 j О = dV =e! A... Ae" 为 
上 的 处 处 非 0 рп E ORDER, HEP e AM, g) 上 局 部 规 
范 正 交 基 向量 场 {er} 的 对 偶 基 ); 则 称 div X 2) С” UJ аан X 关 
T Riemann 度量 9 的 散 度 . 

定理 2 (Green) БМ) n ЖС” e ERE, ОМАН 
жж, СМЛ, URSE 20 ZJ MJ n—1 维 0” 正 则 子 流 形 
或 с, X yM LA С" Др] Sr. ШЇ | 


[ divx-2= | Pix9)， 
Жен UM Ж). П suppX 紧 致 ， 特 别 当 形 紧 致 时 
@=м,әй =Ø), Hi| divX.O=0. 

证 明 H Stokes EET dO = 0, E 

| divx.Q= | L Q= ( (deixtixd)O=È 0) 

U U JU U 

= | IGQ). 

2и 

如 果 5иррХ Ж, KIH U E Supp XU, #1 (750) (2, 
=0. 于 是 ,| divX. o=| I*sGxQ)=0. + 

U ә 
注 2 më 有 紧 致 支柱 ， 则 它 有 整体 1 参数 群 w,。 利 用 


=#(р12)| = —S (97 和 | 99 
1х0 gg PIA) = -ar Mlo f p 9 |. 


_— -1ж ) =Í 4 -1% = 
0 |, TY 人) „ий ?' Q) |- |, L9 


于 是 ， | div X- Q =0. 
м 
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定义 4 (М, 9) =(М, <, >) n ÆC Riemann HE, 我 们 称 
A:C%(M,R)—C°(3M, R), fceAf=div gradf 为 (MM, 9g) 的 La- 
place +. 

如 果 АУ 0, 则 称 了 为 到 上 的 调和 函数 ， 

定理 3 R(M,g)=(M,< , >) n 6° ДЕ m Riemann 
ЙО, ОСМ ARE, 紧 致 且 a7 МЮ п—1 维 0C” 正 则 子 流 形 
或 Z, ЈЄО"СМ, К), 9—41 为 由 9 确定 的 体积 元 素 , WI 


| АМУ= | div gradfav = |a... ayy, 
ү U әй 


如 果 Suppy E, ISMEREM, | Ayay =0. 


证 明 由 定理 2 可 得 到 结论 
定理 4 15(М,д)=(М,‹ ，)) 为 n 维 0” 定 向 Riemann 


流 形 ，{z 人 为 的 局 部 坐标 系 ，| 52r，…, 3 | 与 姑 的 定向 一 致 , 则 
在 此 局 部 坐标 系 中 ， 


‚у. «адай, 1  Əlndet(g,;) < д 
ау = таг AA бз Хе Уа 
з= 1 i=} i= 


1 
Аў= 5) gi 581, — > (бт ; + 1 (ДЫ Əl1ndet(g,,) əf 


1, д:* ESE 
3 7 да? 3 
证 明 因为 | Х, эт |= рэ 各 如 | -Sa 


9 9 —— af Ә, 9 
aor VE dz Ass Az c 2) 


= det (ga) П 
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(айу Х) маету = avoa (3 -2 ЕЭ) 
ә 
ЕЕ Э) 
— 9... ә үү ора. [x 92]... а. 
=x(o( 2 9) > o |x, =) 2" 
да? Ə Ə 
=X./det(g,) + > P s o= т За: gg’ jg? 
2 ... 55) 
Әх +? ? Ja” 


-5u 1 Ov Че (фы) Эсе у, 


i=l 


«чуда! 1 "т Əlndet(g,,) 
a эш 


如 果 令 Х=шаа/= (5709 25 sas 
` f=1 


1 
Af= s д L, + > (+ g“ Ә1пае1(0ь) əf 


,1 ər T Əz: Əz ` 
+ 
注 3 МЖ M=R", {т} ЖН" 的 通常 的 整体 直角 坐标 系 ， 
9i 一 9 NA 则 ` 
divX= > гэ 


4 当 Riemann @¿JE(H,g) = (H, >) 可 定向 时 ,利用 体 
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RERET divX 和 Af， 如 果 用 不 可 定向 ， 则 可 用 上 述 div X- 
和 Ar 的 坐标 形式 分 别 作为 它们 的 定义 ， 并 通过 直接 计算 验证 其 
定义 与 局 部 坐标 系 的 选取 无 关 . 

定理 5 EM, =M, <)>) A nik 07 KRGE MEM Rie- 
mann 流 形 , 则 ML 上 的 任何 调和 函数 是 常 值 函数 . 

证 明 因为 


< zf? 2g | 1 gt Qlndet (gn) N2f° 
2 一 ij 1 | 
АЈ > М Әх*Әх? +> (Є әд! Jri 


=2fAf+2 У) 49 2f of 


< 91 Әх? 


=2fAf+2 > Js: (Er AZ” т) | 


=2fAf+2|gradf| °, 
故 当 f ХЛ, Af=0, ЫЙА =3[вгаа/ | 再 由 定理 3 
得 到 

| талы Af'dV=0. 


于 是 , Igradf] =0, 且 在 局 部 坐标 系 中 ， 


这 等 价 于 
Do hmo j l,e n, 
Z 

ИП 
Эшб, j=l, 


BEMER, BAZAR. — 

下 面 我 们 从 另 一 方式 引进 div 和 A. 

定义 5 (M, 2) n4 C Riemann 流 形 . < 

У: ССМ) тм), 

6 V 0, 
.使 得 
(VO WI, ee W. Yi Fen) 
一 (Vr 0) (W ,, ©, W, Ү,, `... Ү.), 

h WEC” (T*M), Y ,CO=C(T M), 3V OECO TM), ШК 
у ну жеи ті 

div; ССРМ) "(9 М), div= Орлеу 
称 为 散 度 ，A= div grad 称 为 Laplace 算 子 . 
显然 为 线性 算 子 , 且 由 Vxe0)=0joVx 知 Vo05=0j"Y， 
:因为 


9det 3 "r= 7 д@„һ 
(ды) = 5, Gmr S fr У) 6, Ar , 
,7=1 


тте 1 


-其中 Gm, 为 gmr 的 代数 余子 式 , 故 


一 1 < ~ 
т Sri 89 ст. 1 一 一 mr ogr 
Dr 


m. r=1 


> Erm 1 9det (gn) 
=+ КУ Әх! 2det(gz:) д: 


— 1 clndet(ç,.:) 
2 PEH 


:和 


° 347 = 


divX=01 ух = Ууу Х(аа", i) Sva ‚ X) (da") 


m=1 m=1 Әх 


=>] dz"[ V Эз. 7 


т 1 2zm i=] 


7 9 
-Dr (3 COE + еу КЕ 


mel 


| 


s Lat i : 9 
ór + >a аад" (> Гм = 


„А gz " 


„ушн у «гот = Урне (> ra ) 


i=? M. í [=1 =1 i=l m=l 


aga 1 <a: 210 Пе (gr) 
or 24 .9x’ 


定理 6 (M, g)=(M,<,)) H n fC Riemann, FECT 


(M,R), W|Af= 31V?f(es,er)， 其 中 {es} 为 (M,9) 的 局 部 0” 


k=1 
规范 正 交 基 . 

证 明 it ХЄС”(ТМ), NN S(X)=V:f=Xf=4f(X), H 
Vf=af. FÈ, 


SUV: (еһе) = Уу lene) = УЗ ча, 51152} 
k=l b=1 i=l 1=1 


K=1 


= D мита (958) >] O Dla) 


ki, j=1 


= < gl? (22.)- -= „_ 9} 
= >] 9 an A ga) df У азин > АЕ ЕТЩ 


i j=l әх) i j=l 
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人 ә __ ij __ z ij s If 
- 2 ° KC == > ДЕ rar 人, да? 


ч t 3? i sr # 
i Сэ > 90 25 


1 = i jir=1 


п 


1 >19" „д1пае1(@ь;) -) of 


Әх" ors 


r=i 


1 、<- Əlndet(g,,) г} 
SY gsr CNM баи су 
2 > 9 Әд” Әх?” 


n " 2 п ij 1 ., Jln det 3 ) of 
= Ху gi g f eg 4 ij _ gz: 一 
= Ə2z'2xzš PAE 727 ог! дт? Af, 


k=l, 
S'i оэ n a (eo ey = N 


i j=l , k=, 
Вр 


210401= gt; 


k=) 


чл rg r. __ -5 9°" (200-0) ат А ) 


= g" "Әх? ЕД Әд) 
= Улу" 28) 29 ,, Әд" 
Әт? = ә б Эа? 


i t Agi 549; iJiz 
Erel igs 293. +91) 
9 Гӯ; 9 9 Эз К дг 50.) 


j 
i, j=1 i,j.7=1 22 


•.349 = 


и j „9 {т 1 Ы і gtis t 
О Иа 
šP r=1 РИ! 


= 之 ggo Sis __ 5 29” 3 ns. + 


定理 7 Z(M, g) A n ДЕ C Riemann WÑ Ж, /ЄС”(М,Е), 
WJ V: /ЄС” С?т» м), POTM ATM 上 对 称 s 阶 协 变 张 
ЗЕЛ. 
证 明 因为 
VK Y)— VSO, X) = (рх, ү) у (dj) (Ү,Х) 
=(Vrdf)(X)—(Vxdf) (Y) 
=V(4f(X)) асуу X)— X(df(Y))-rdf(VxY) ` ` 


VIX, у) = узру, X), BI VSEC (OT*M), + 
$5 由 定理 5, RITURI V flene E 3 Vf, 从 证 明 
中 的 结果 知道 , 它 与 局 部 О” 规范 正 交 基 {es} 的 选取 无 关 , 都 等 于 


Р gis 21а det(gsD \Ә/ 
j лс Yik . 
219 эйр (Ег і +5 Jr’ gri” 


i j=] 


-但 也 可 直接 从 


> Vf, ë,) = > сез с.е; У! е.) 
k=l k=) f=1 8-1 


n 


= > CrjCke (ез, es) = х) 8} Vf(es,es)= Лу? Де, е;} 
1=1 


k,j,s=1 j,s=1 


+ 350 ° 


和 看 出 它 与 局 部 C 规范 正 交 基 {eyy 的 选取 无 关 , P (20) 为 男 一 局 
部 0” 规范 正 交 基 . 
定理 8 设 (M,，9)= (M, Ç, 》) 为 定向 Riemann H JÉ, fe 


| "CE, R),4f= Уо, о), g) 的 局 部 C0” 规范 正 交 


Жр: (е) ВОМ ра Вр, M 
(1) 存在 唯一 的 线性 算 子 ( 称 为 星 算 子 ) +; СОЛТ М)» 
0O~(A*-s:T* 4) 使 得 | | 
олт = Хо, DEV, о, TEC (MT*M); 


` (2) sdf= УС) hoN Ao Лека Лав 
FEO- (M, R); 
(3) 对 任何 f, hEC~(MU 9M, R), 有 
| farave | (Àf, A dv= | F'iesa d 
和 Green 公式 


| FARHADAV= | y F> ienaa h isnan) dV 
Шм әм : 


=| (= 97.) гау, Ж N 为 沿 ӘМ 的 0* 单位 法 向 量 


9, ,954f 满足 Stokes 定理 中 的 条 件 ; 
(4) 在 (3) 中 ,如 果 ӘМ = Z, WI 


|, ХАМУ Í „ ү, Хаус, 
| fafav+ | Хучу=о, 


©) | Алаг | +4], М,гМ 满足 Stokes 定理 中 的 条 件 . 


证 明 (1) 如 果 存 在 线性 算 子 *; C(A T M) >ON- TMY} 
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使 得 о Лт Co, DdV, о,тЄС”(Д*Т* М). 
Ж r= о; ЛЛ, ISi ce LiKe +т= 
1<j)i<--<js- ER 
Artn PRAN AOp MIHIS < 1,<n, A 
(1) A... T T pend 一 (о, Лео Л У! Аз асе 


1S9 << jy En 
wW 


o; An Ло 
= (o Л" Лот) Ля Со; Л Ло; „) = оу о, oi А Ло, ay 
Osta. (ees „у= Cinesi), 
Офо, л Әбу, i), 
于 是 ， 
ж (оог AAGO.) = 81 С 1) оуд Ad: AS. AGO; AT AO. 
F Z, i E Ku УЗЕ ИҢ kA СОЛТ М) >С" T * M), B. 


оА*т= ( >; Qi ei PA 7 №, ) 


1<# << ipn 


л( 5 по, ) 
1<j,<--<j | <n 


= >] Ф044, Tiede CCO Л Ае: „) Лоу A AD;,)) 
1<i,<—<i,<n : 
1<j,<-- <j | <ñ 


=s! > | Oi pig TCDD 人 人 ci 人 
ЕТТУ 


((—1)°7зеф, AAGO; Л Ло, Ло.) 
= (Xo, r> dV. 


(2) о) Уло 


= > (—1)!} оде A-AA AG. 
ї=1 : 
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(3) 因为 
4(/- і атаба ) 一 一 f: dG andy) + аму 
= К graan) У +-df(grad by Ty 


= fdiv grad -dV + f, daV = fA- dV + (f, УЮДУ, 


其 中 иаа |$) 25 Jk J Zy Zo 1) аў Әһ 


7, Әз? әт! Әз? Әх? 
- (2 2f а= А D 9h 4 D 


= df, d= (V f, Yh), 
(disaa ФУ = (di grad а igrad ad) dV 
=Lorad dV = div grad ВАР, 
所 以 ,由 Stokes 定理 得 到 


[way | «ур, ўта | асалар) = | fiend 


和 | „ ЧАз-вАрау = Í, РАМУ + | <}, vaar | 


! 


-| вау + | (у k, СА 


=| бааа ОФ = | КЕЗЕ Гу, 
aë 


aN N 
其 中 jgrad sQV (Xis Х„_,)=@У(ргаа h Xats X,-.) 
| =dV 2h v, Xi’ .. , Ха-1 


ƏN 


=k idy, (Xi, °... п-1)› (N, Xi, *% Xa- (X... . X, iF 


分 别 为 м 和 9M 的 局 部 C” 规范 正 交 基 向 量 场 . 
(4) 由 (3) 和 3 内 = 应 ， 
| +353 < 


Í. farv +| (G f, УВУ =0. 


(5) 因为 
igraa saV (ел, yei '**, €n) aV (gradf, €r, *tty Êi ttt En) 
= (grad f,eDdV les Pistes Cig `a) 
=(—1) e; (f) =(— 1) df (e:) 
= (ез, t, êi, е), 
Фктаа AV = *df. 
再 由 Green 公式 得 到 


| Луу = |, iera ‚Чу =| df. 3 


„м 
. #6 可 以 对 0” 微分 形式 定义 Laplace 算 子 A:C™(A*T*M; 
— C (A'T* M). 满足 Ao=0 的 o 称 为 调和 形式 、 关 于 调和 形式 
和 deRham 上 同调 群 的 关系 有 著名 的 Hodge 理论 , 参阅 [Warner， 
F. W. ]. 
5M RBE, ТМ ЕЙ Кіетапп 度量 给 出 了 O° T*M) 
目的 一 个 内 积 , 在 此 内 积 下 , A 为 一 自 伴 算 子 ， 因 而 可 以 考虑 它 的 
Wow. XF Riemann WÉ E Laplace AFH, 参阅 [Berger,， 
M., Gauduchon, Р. and Mazet, E. ] 或 [Galiot, S., Hullin, D. 
and Lafontaine, J. ]. ' 


56 活动 标 架 
这 一 节 主 要 利用 活动 标 架 研 究 线性 联络 ，Levi-Civita 联络 、 
ЯҢ ЖЕЛП 0" 正则 子 流 形 的 局 部 几何 . 先 用 另 一 方式 定义 联络 和 协 变 
定义 1 ik M2 n С" WE, E= (Е, М,л,О1.(т,В),К”, 
= 354。 


&)5Жт O” 向 量 从 ， 如 果 线 性 算 子 ` 
ViC (E>0° (TY МОЕ). 
满足 
у(/5) = 4] ®з-+ ]уз,вЄО” (E), fEC*(M, R) 

КУЕ R E БЇР ИЕК. куз 为 s 的 协 变 导 数 . 

由 定义 和 8 2 引 理 3(2) 的 证 明 可 知 , 线性 联络 v 为 局 部 算 子 , 
那 就 是 ， 如 果 sls= 0 则 Vslo= 0， 于 是 ,V 在 用 的 开 子 集 U 上 
HR A V =V] 是 有 意义 的 (为 方便 , 有 时 也 记 作 у). АЕ E|; 
平凡 ， 则 lv 的 0" 标 架 场 (so, v, ва) ( 即 stEC"(Blo)， 且 
(8102), +t, sa (z)) 0) xEU 处 纤维 Е. Ж) К О Ьу С” 局 部 标 
架 场 . | 

Ш{Ш„|аЄГ}Ж% M ONER, ER Elo, 是 平凡 的 , 则 如上 的 : 
线性 联络 V (уа) 唯一 决定 。 令 {s1,…， sm) 为 0。 上 的 局 
部 标 架 场 ， 则 存在 0。 上 的 0" 实 值 1 形 式 的 nx 信和 矩 阵 %= 


Coi), WER Vs: = > oues wRr, s 6) 00. 上田 一 局 
1=1 
部 标 221, VS 一 Уо? 83, 0*= (о). 设 s*= УЇА,;5, bh! = 
. 子 = 工 РА i 1=1 
(һу h= (ЬШ. БИЕ, з, =} ноў, А 
j=1 


9491 vst =v( > hasi J= уннар 
J=1 i=l ‚ {1 | 


m 


(a, + > huon Be 
k=l 


1=1 


~ т 


эрэг дч 5 ен Ән 


k, lI =1 


. 355 = 


со* == (dh)h + hoh-!, 

已 给 YH 的 开 复 盖 {UVslasE 路 } 和 Us。 上 的 局 部 标 架 场 {87}. 设 在 
UaNU, ,ss = (1з, ће = (k35). 则 至上 上 的 线性 联络 由 
E U. 上 的 gl(m, RELER o” 定义 ,使 得 在 Us 站 VU。 上 满足 

о? = (OAP) (А?) Ch) oA уг. 
Ш ы =С0°(Е), Х,ҮЄО°(ТМ),}С0°(М, В). Z 
` Vxs=- Vs(X), | 
R(X,Y)s=(VxVy—VyVx—Vix,r1)8, 
JA $ 2 5|EE 1 知 ,线性 联络 Vy 的 曲率 有 有 具有 性 质 : 
В(Ү,Х) = — R(X,Y), 
RR(fX,Y)=BR(X,fY)=fR(X,Y), 
RB(X,V)(fs) =fR(X,Y)s. 


DE {эзы} ЖИМ С БВ Ув, Zos 
则 存在 O” 2 形式 O,, 使 得 | 
Ё(58;) = > OQ, 8. 
从 
D Ou, Y)s=R(s:) (X,Y)=R(X,Y)s, 
=(VzVr ууу усуул) 


= va( Zous,- Vr (> Qij ‹Хэз,) 
4=1 j=1 


=J o (X, Ys; 
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=]>)(Х(ө,,(Ү))—У(о,(Х))—о([Х,Ү]Ү)з, 


j=l 


+ > (oY onl X) Oi СХ)ољб(Ү)) 8 


J, &=1 


= СЕ оло, Jx, Y)s;, 
j=1 


k=1 


т 
OQ, = do, — >; РРА 
k=1 , 


因此 ,有 B 局 部 可 由 Cr2 ERM mxm HERE Q= (О), CEM 
` V 局 部 可 由 C"I 形式 w= (оз) 00 Е, НАНЕЛЕ E, 有 
9 = do— Ao. f 

定义 1 如 果 在 0U 上 Vs 一 0， 则 称 Zlo 的 O° Ñ ü s 2: FV 
是 平行 的 . 

定义 2 ”如果 曲 率 且 =0( 相 当 于 任何 局 部 有 Q= (8;;) =0)， 
则 称 线性 联络 玉 是 平坦 的 ， 

定理 1 互 上 的 线性 联络 六 是 平坦 的 < 和 > 存在 局 部 平行 的 
С° 标 架 场 . 

证 明 〈< 一 ) 设 {s s sn ERRUR DREFI O RR 
Ж, үз: =0, Vrs: = (Vs (X) =0, VrVxs:=0. 如果 вЄО”(Ё), 


MER A s= fisa ficO"(U, R). 于 是 ， 


j=l 


R(X,Y)s=R(X, (> ге), Y)s; 
11 1: 


2/0 (VxVzr 一 VzVx 一 Virrl)sy 一 0， 
j=1 . 
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这 就 证 明了 Р=0. 
或 者 从 0=Vsi= > lo, s; 得 到 o=(oi)=0 和 9D=do 一 
了 =1 


оло= 0, Hii R =0. | 
(<=) Еу ЖЕШ, А0 з Q =0, Що 满足 Maur- 
er-Cartan Jy до = oho. h FAREL 局 部 存在 一 个 GL(m, 忌 ) 


值 喘 射 = (h) Е (аА) ВТ = оо. А5 ВС! (ЫЧ) {Цц st = һзу. 


Mi Vst = Jot; s$, B. 
j=1 


o= (RRih lwh=— ha) hh+ h'U(db)h''h=0, 
HJ Vs 一 0, s+ 为 0” 平行 标 架 场 ， +` 

注 1 ЖЖ А-= (А): U> GL(m, R) 为 0 映射 和 o= 
(dh) k, M o 2) U EÉ gl(m, КДА С° 1 形式 , 且 

оћ = dh, 
(do)h—coAdh= 4° = 0, | 

В дЕ РЕ һу Maurer-Cartan 方程 do= (оЛіћ)ћ- = оДо. 

相反 地 ,给 了 一 个 吕 上 具有 Ad。 二 wh Hgm, REC 形式 
о, А Frobenius 定理 (参阅 [Palais, R. S. and Terng,C. L., 
1.4.7 Examplej 可 知 , ËL 25 I£ Ti] 2067 #1 ССІ (т, R), 1 {Е 
то É U ФЕ Uo 和 C” 映射 = Chis) :U u> СІ (т, В) fE {9 
h(x) = ћо MCR) R =0. КИ, — ИГ o 27 ЖЕН: dh= oh kR, 
(dhh =o 有 局 部 解 生 > бо = оло. 

定义 3 MÈ na ECU GOE M EFESE O 平行 标 架 场 ， 

ИРЕ 上 的 线性 联络 V 称 为 整体 平坦 的 . 

| 例 1 Ú E— Мх К" EJL С" р, 8ЄОС”(Е), s(z)= `° 
(z, (а), ЖУ (уз) = (z, 4f,). 则 截面 s т —> df =0<=— f Хур 
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蝙 部 常 值 映射 . 故 {si(z) = (т,е,) |е,=(0,+++,0, 1,0, ++, 0). Жр Ж 
i 个 坐标 为 1, i 二 1,…, m) 2) С" FIRR, ИП v 为 整体 平坦 的 

引 理 1 E RARER tE k A Ve E ENL C | 
EMA. 

因此 , ШЖ Е REFIL С" 向 量 从 , IE ЕЁ КЕШ Ж 
-性 联络 ， 

证 明 (==>) НЕ АЮ С" 平行 标 架 场 ， 故 瑟 为 平凡 
C” и. 

(<=) Е 为 平 几 C“ ARA, МЕНТА JA M x R”, 
由 例 了 下 存在 整体 平坦 的 线性 联络 V. +E 

例 2 平坦 线性 联络 不 必 是 整体 平坦 的 ， 例 如 H 为 Mobius 
ATCO, 11x R/~, Ж (0, 2) (1, 一切， 则 [0, 1 x 及 的 切 从 的 平 
几 线 性 联络 诱导 了 TM 上 的 平坦 线性 联络 v. IB IN ТИ 不 是 平凡 
向 量 从 (否则 TM 有 整体 0” 标 架 场 , 因而 M 可 定向 ， 与 M 不 可 
定向 相 矛 盾 ), К V 不 是 整体 平坦 的 . 

设 (M，9) 为 # 维 0” Riemann WIE, y 为 Riemann 联络 或 
Levi-Civita ké. {eir-s ел) 为 M 的 开 子 集 芝 上 的 局 部 规范 正 
И 90), (01, ……oan} 为 了 中 对 侦 于 {e «6, ел) й 1 形式 ， 即 
N А а 
0 


0: (еу) = 


, 8 Ж үе; = 210.8 则 


V 与 9 相 容 , Вр 
X(g(Y,Z))=g(VxY,Z)+g(Y,VxZ) | 
<=>0=19;;(Х) = Xg;;= X (glei, e))=g(Vvxei,e;)+ g(e,;, ухе) 
= (9(уе;,е;) +9(е;, Ae;)) (X) 


(4 оле, е)+ fe, 5 03:е; ))oo 
=(о;; о) (X) | 
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<— o; T oy = 0. - , 
此 外 , Ps 2) 0, Bl0—=T(X,Y)=vxY—vyX [Х,У] 
<= [e,,e;]=V.,e;—Ve e = (Vez) (e:)— (Vei)(e;) 


-位 Ojei Jea 一 (> 0:16; е» 


一 >: [Loa Le) — onle) ]e,. 


do,= Dornha 


<> — olle, e,])=e,o,(e;) —e;ox(e,) — ollen e;]) 


= do, (е;, е) 


= > wish or (ег, ej) =D; le) — Фу бе) 
k=1 


< Le, e;]= > Гө (е) —@{{(еу) Jer 
1=1 
<—T=0. 


п | п 
В [е е;]= > с, де; 和 о;у = Уһ, ио). 则 
[=li 1=1 ， 


O; FO 50E h= —hjiis 


[ei, e;]= > Loz (е;) – ол (е;) Је <> hji hy= Ci 
7 一 工 


如 果 cia 作为 已 知 ， 则 kin 为 上 述 线性 方程 组 的 唯一 解 ， 它 容易 
明显 地 找到 , 那 就 是 


1 
hizi = Gat +631: 6143). 


于 是 , 由 hin 依次 确定 0:3» уе, У. 等 价 地 ， 对 任何 x, Y, ZE 
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С°(ТМ), VxY 由 方程 


9(VxP， = 1х0, Z) +Yg(Z, х)- Zg(X,Y) 


.g(Y,1X,Z))—g(X,[Y,Z])—g(Z,[Y, XD} 

确定 . 

综合 上 述 得 到 

定理 2 (Riemann 流 形 基本 定理 ) 在 n 维 C Riemann 流 形 
(M,g) 上 存在 唯一 的 线性 联络 ,使 得 T=0 Н v 与 9 相 容 (这 联 
招 就 是 Riemann 联络 或 Livi-Civita 25). n {e e, е} 2 
TM 的 局 部 规范 正 交 С" ва, (о, +, On 对偶 于 {e1,…, €n) BJ 
C7 1 形式 ( 称 为 余 标 架 场 ), 则 g 的 Livyi-Civita 1 形式 oj 由 以 下 
结构 方程 : 


党 ñ 
do, = 2 lo; Ao @;; To; = 0 


. 了 = 工 
唯一 确定 . 
it o= (o, ;) X% g BJ Levi-Civita 联络 1 形式 ， 介 二 (0;)) 为 
Riemann 曲率 张 量 ， 24=dLo 一 OAo 称 为 曲率 方程 ， 记 
> (Q, ,= -5 5 Kije Kij = — Kits. 


2 —, 


易 见 


Кү => (Kim K,T) = F Ls Кано, (ex, 21) 


2.5 =1 


= Оң (еһе) = 908 (е) lerse) e) = 9(В(е,,е,)е;,е,). 
Хдо; = Хо ,Лоз 两 边 求 外 微分 数 , 并 利用 О = 40 oA 
1=1 1 


得 到 
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Q=d = X douhoszouhto)= (оолло, Jos 


1=1 


— Poundo = E ouno > оң Ло, Му 57 о; Моз. ЛӘ; 


jl =1 j.l =l 


= 510Лә;= 一 一 1 > Ki; NO AO;. 


4=1 2; k,1=1 
从 上 式 立 即 可 推出 第 一 Bianchi 恒等式 
K; + K i + Kii; = 0. 
最 后 ， 我 们 将 研究 0" 正 则 子 流 形 的 局 部 不 变量 , E н + т 
维 C"Riemann 流 形 (在 ,5) = (M, <, nC EMT, V 为 
(应 , 困 的 Levi-Civita 联络 , TM+ 为 TpM #: T , Ñ ЛЕЗ, 
TML МЕЙ ФА, I TM |, т.м 下 面 我 们 给 出 CE 
则 子 流 形 的 三 个 基本 局 部 不 变量 ; 第 1 和 第 II 基本 形式 以 及 诱导 
法 联络 ,并 导出 与 它们 有 关 的 方程 
设 NEC™(TM1), А:ТьМ—>ТьЬМ, АХ) (ух) X 


示 线性 映射 ， 它 是 VxN Т, M 的 正 交 投影 (与 84 例 1 比较， 
那里 的 N 为 C0" 单位 法 向 量 场 , 而 这 里 不 必 是 )， 因 
VaN) = (Xf)N + f YxN=4f(X)N + f №, f€O“(M,R), 
而 4f(X)N 为 法 向 量 , 我 们 有 

A(X) = f4x(X). | 
特别 地 ， 如 果 Ni，NaEC“(Ta+)，Wi(P)= Мз(р), WAER 
ХЄєТ„М,А 

An (X) 4,009 40) SA a 00), 


“i=1 


= }51а'(ФУА„,(Х) |s=o, 
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BI Av (X) = Av, (X), 其 中 {e1,…, en) 0) TM+ 在 pp 的 菜 开 邻 域 中 
的 局 部 0” 基 向 量 场 ， 因 此 ,对 每 个 法 向 量 和 ET 以 t+， 对 应 一 个 
Т.М ЕЗЕТ Avo RAEE HH N 上 的 M 的 形状 算 子 . 

引 理 1 ERAT Ay IT, M >T, M Æ Ë Je 603, BHEN 
ш, saE М, 有 (Ак, Сш), uz) =ü0 (u, Ах»„(ш»)). 

证 明 ЛЮ М EELE рб IRU 上 的 С” 法 向 量 场 ， 
ВЕ (р) = Wo 而 X, AU Li Cr 切 向 量 场 使 X (p) =u, = 
1,2. M 


Ам (X1), XD =l Nk N), Ха) 


=(V a N, XÐ = ХУ, X) — N, Vx, Xo) , 


= (№, Yx, Ху). 

类 似 地 , 有 
《4w(Xa， 克 一 一 CN， ух, Ха), 
故 
Ау СОХ), Ka) — А0), Ху) 

=— CN, Va Xð tN, ух), У, Xi— Vx Xo 

=—<N, [X X:])=0, 
即 


CAn (XW), Хо), А,(Х„)), 
(Аъ Gu, t2) =ў (ш, Ау, (а). Ф 
设 ¿i-> И ЕЕ, M 的 第 I 基本 形式 I 是 诱导 度量 
¿"g, BH T.M FEP ELI = 3. za = (tp, LX, Y)= 
G*0).(X,Y)= 5 G X, i Y), X, YET,M. 根据 84 定 义 1 和 
Vx 了 =VxY+V(X,Y), 并 利用 公式 ， 


AIX, Y), N= (У(Х, Р), N)=<Ẹ 1Y —VxY, N) ` 
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= (ухҮ, № = (У, у,Му=—(Ау(Х),Ү) 
得 到 M 的 第 I[ 基本 形式 Ll, 它 是 C" 截面 
Il: M — C (Т М)©ТМ+, telly 
其 中 O*(T*M) 为 s 阶 对 称 协 变 张 量 从 , IL, (X, Y)CT,M':. 

м 的 第 三 个 不 变量 为 了 ML 上 的 诱导 法 联络 V1， 由 VEN = 
(VaN 定义， 它 是 уху 到 全 1 的 正 交 投影 ， 于 是 , уху 
(УХЛ) (УЛ) = А СХ) ур. 

ЖЕЗ (ТЕД ОРОВ БОВ ИУ БУКА. ЕСЙ, 0) 
的 一 个 Cr ЈАНЕЗ ДЫ ез, се, едх, АП B а] И, 
es, e, 切 于 М, ШЕЕ СМ, 1) = (M,i*g)BJ С" 局 部 规范 正 交 标 
架 场 (M 3 C” 正则 子 流 形 ， 并 对 适当 的 坐标 标 架 场 作 Gram- 
Schmidt 正 交 化 而 得 到 )， 下 面 我 们 规定 指标 变化 范围 : 

1<А, B,C<ntm; 1<4, j, kn; n+ <a, В, упт. 
Шо, 5 аы Й Бе, =, enn ХНИ, ВЕ MA 


Oia = ао). 则 
定理 3 (1) 1= > 1Ф‹@‹; 
(2) Ae, Ce) = — Хед 
(3) П(е;, ез) =— 2 hjata 
w LI = — 5а, Ren; 
(5) ба Dae ' 


证 明 (D RA 
© 364 < 


Do (X, Y) = 216 (X)o (Y) 


> > (> ае, ) (е, = 2120908 
i j k 2 bdk 
= а = (>e, Уе, у=‹Х,уу=Г(Х, У), 
[= 216 @o;. 

(2) As, (е1) = (Ve, ea)" = (уел) (e) > 
(Cs 小 = (Z onle, dea) 
=- Тоне) Ооо) 
=— Уде — [> һу. | 

(3) Alile: e), ea) = —<А,,(е;),е;? 
=(= E trases e;)= 一 nd = — Ву; 


II (е, е;) 一 DHA 


(4) 由 (3) 得 到 
п= 51о.®о,®( 5: ње.) 


二 一 >; (> toi @o/@e, 三 一 之 QO; Qo Q9e, 


一 一 > Oia VCO Ea 
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(5) (уе) (X) = уре. = СУ xea) t= (( Ve.) (X)) 


(> оа) - (> Dap ep jen， 


ИП 
yte, = >] ве. + 
В 
ЖОМ, АЛЫ Ж 
бод = > pis AGO, Oas t Ora =Ù, 
B 
曲率 方程 为 


Ӧ = do ,s— 了 ,oueAamca 
с 


1 
=—-у Kasoor, Кхвсь=— К хврс› 
C D 


其 中 ous Яп Ü s ОСИ, g) 0 Levi-Civita 联络 和 Riemann: 
曲率 张 量 . 

СМ, А (М, i*g)= (M, 1), Aao) A 
(M, 1) ЕЁ Levi-Civita 联络 1 形式 о, 的 结构 方程 为 (注意 
ito = 0, (і A o, = 0) 

do; = > ci 人 ar，0D о = 0. 
相应 于 法 联络 , 有 
O=do,= > ® АФ, оа Oia ==0. 
BE H| (M, g) nh y ge 
Q, = doi; — -之 оьАФь— 2 J Qi AG. = Q, — > Оңа АФ» 


a» 
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D a5 do, > о. Ло, 2 у © pO pas (2) 
k В 


好 в = оар 2 e, Ao, — > I Ооз Ло; =01,— > VaiN ig 
i i 


(3) 
FM, 1*0) = (СМ, DEACH, р) В Levi-Civita IKA VAJH 32 sk 
ЖОК VT 的 法 曲率 21 分别 为 
Qu = D> lo Ao. is 
-和 
9. = Dl oa Ao б.а, 
”方程 (9 (DODIRA ENT É M 的 Gauss,Codazzi 
和 Ricci 方程 . 
注 2 ”完备 、 单 连通 空间 形式 (Euclid 空间 ， 球 面 和 双 曲 空 
间 ) 的 C"* 正 则 子 流 形 М 的 第 工 和 第 II 基本 形式 以 及 法 联络 (满足 
Gauss, Codazzi 和 Ricci 方程 ) 在 相差 一 个 空间 形式 的 同 尺 映 射 


下 ， 完 全 确定 了 及 ,参阅 [Palais，R.S，and Terng, C. L., 
Chapter 2]. 
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